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Los mas de los hombres han creido que las matematicas son un estudio a que muy pocos debieran destinarse.
La fuente de este error ha nacido de la utilidad que aquellos se imaginan o de la ponderada dificultad de esta
ciencia; pero si llegaran a conocer la necesidad de las mateméticas, la facilidad con que se adquieren y su
estrecho lazo con las demas artes y ciencias, convendrian en que todos las deberian aprender” José Celestino
Mutis. Discurso pronunciado en el colegio Mayor de nuestra sefiora del Rosario, el 13 de Marzo de 1762”



INTRODUCCION

Se ha dicho, con sobrada razdn, que el estudio y la practica de las matematicas
proporcionan al educando una serie de ventajas que van, desde el marco
exclusivo del pensamiento, hasta el de las experiencias diarias y vitales.

Del mismo modo, el dominio y el manejo de las ciencias matematicas no-solo
son necesarias para ayudar a resolver las dificultades y problemas que la vida
plantea de continuo, sino también son instrumento fundamental para el analisis
y comprension de las deméas ramas del saber.

De esto surge como corolario el que la ensefianza de la matematica debe
hacerse de tal manera que los estudiantes encuentren en ella algo
verdaderamente funcional y no solo una disciplina de planteamientos tedricos
con lo cual se hace rigida y carente de significado para muchos de ellos. De
aqui provienen muchas de las frustraciones que padecen nuestros alumnos
antes de terminar la educacion media.



PROPOSITO DEL MODULO

Este modulo tiene como proposito, desarrollar la habilidad y capacidad del
estudiante de tecnologia en obras civiles para aplicar los conceptos aprendidos
en otras materias de su curriculo, como calculo, ademéas de desarrollar su
capacidad de analisis y raciocinio tan necesarios en estudios posteriores y en

su futuro desempefio profesional



RESUMEN

Una de las mayores preocupaciones en todo proceso educativo es el
rendimiento academico de los estudiantes y mas aun en los estudiantes de
modalidad distancia, como son los estudiantes del programa “Tecnologia en
Obras Civiles “a quienes va dirigido este modulo de “Matematicas Generales
“, mddulo que ha sido escrito de tal manera que el estudiante pueda
entenderlo por si mismo sin mucha dificultad, facilitando su aprendizaje y la

labor del tutor.

En el primer capitulo se consideran razones y proporciones, donde son de gran
importancia los temas de repartos proporcionales y porcentaje ya que deben

utilizarlo con frecuencia en el ejercicio de su profesion.

Los capitulos dos (numeros reales), tres (expresiones algebraicas), cuatro
(ecuaciones e inecuaciones), son indispensable para trabajar con eficiencia en:
Calculo, geometria analitica, fisica, topografia, etc. Materias que estan dentro

del curriculo del programa “Tecnologia en Obras Civiles “



UNIDADES TEMATICAS

CAPITULO |

RAZONES Y PROPORCIONES

v Objetivos especificos

e ldentificar las proporciones como variaciones directas e inversas
e Resolver problemas de la vida real aplicando proporciones.

1.1 Concepto de razon

1.2 Proporciones

1.3 Correlacion

1.4 Propiedades de las proporciones

1.5 Magnitudes proporcionales
1.5.1Magnitudes directamente proporcionales
1.5.2Magnitudes inversamente proporcionales
1.6 Regla de tres simple

1.7 .Magnitud proporcional a varias
1.7.1Regla de tres compuesta

1.7.2Esquema general para problemas de regla de tres simple y compuesta
1.8 Repartos proporcionales

1.8.1Reparto directo

1.8.2Repartos proporcionales inversos

1.9 Tanto por ciento

1.9.1Tanto por ciento o porcentaje
1.9.2Porcentajes especiales



CAPITULO 2.

NUMEROS REALES

EXPONENTES Y RADICALES
v Objetivos especificos

e Identificar las propiedades de la potenciacion y la radicacion.

2.0 Conjunto numérico

2.01  Numeros naturales

2.02  NUmeros enteros

2.03  Numero racionales

2.0.3.1 Numero decimal finito periddico

2.0.3.2 Numeros infinitos

2.0.3.3 Numero decimal infinito racional

2.03.4 Esquema general para hallar la fraccion generatriz de una expresion
decimal periodica pura

2.0.3.5 Esquema general para hallar la fraccidn generatriz de una expresion
decimal periddica mixta.

2.0.4  Numeros Irracionales.

2.0.4.1 Representacién geométrica de los numeros irracionales

2.0.5 Numeros reales

2.0.6 Larectareal

2.0.7 Propiedades de los nimeros reales

2.0.7.1 Propiedades adicionales

2.0.8 Jerarquia de los operadores

2.0.9 Relacion de orden en los reales

2.0.10 Definicién de valor absoluto

2.0.11 Definicion de la distancia entre dos puntos de una recta coordenada
2.0.12 Notacion cientifica

2.0.13 Aproximaciones decimales

2.1 Potenciacion en los reales

2.1.1 Exponente cero y negativo

2.1.2 Leyes de exponentes para los nimeros reales ay b y los enteros my n.
2.2 Radicacion

2.2.1 Propiedad de 3/
2.2.3 Racionalizacion de denominadores



CAPITULO 3
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

v Objetivos especificos

¢ Que el estudiante se familiarice con las expresiones algebraicas y opere adecuadamente
con los polinomios algebraicos

3.0 Conceptos fundamentales de algebra
3.1 Notacidn algebraica

3.1.2 Formula algebraica

3.1.3 Signos del algebra

3.1.4 Expresion algebraica

3.1.5 Termino algebraico

3.1.6 Términos semejantes

3.1.7 Clasificacion de las expresiones algebraicas
3.1.8 Grado de un polinomio

3.1.9 Polinomio completo ordenado

3.1.10 Valor numérico de un polinomio

3.2 Operaciones con polinomios
3.2.1Adicion y Sustraccion
3.2.2Multiplicacién

3.2.3Divisién

3.3 Productos especiales 0 notables
3.3.1Cuadrado de una suma de dos términos
3.3.2Cuadrado de una diferencia de dos términos
3.3.3Cuadrado de un polinomio

3.3.4La suma por la diferencia de un binomio
3.3.5Cubo de una suma

3.3.6Cubo de una diferencia

3.3.7Productos de la forma (x +a)(x +b)

3.4 Desarrollo Binomial y triangulo de pascal
3.5 Descomposicién factorial o factorizacion
3.5.1 Factor comln

3.5.2 Factor comun por agrupacion

3.5.3 Trinomio cuadrado perfecto

3.5.4 Trinomio de la forma x*" +bx" +¢

3.5.5 Trinomio de la forma ax®" +bx" +c

3.5.6 Diferencia de cuadrados perfectos

3.5.7 Suma o diferencia de cuadrados perfectos

3.6  Fracciones Algebraicas

3.6.1 Fracciones racionales

3.6.2 Simplificacion de fracciones algebraicas

3.6.3 Reduccion de fracciones a comun denominador
3.6.4 Sumay resta de fracciones algebraicas

3.6.5 Multiplicacion y division de fracciones algebraicas
3.6.6 Operaciones combinadas de fracciones algebraicas
3.6.7 Fracciones compuestas o complejas

3.6.8 Racionalizacion.



CAPITULO 4
ECUACIONES E INECUACIONES

v Objetivos especificos

e Asimilar el proceso de solucion de ecuaciones lineales, cuadraticas y otros tipos de
ecuaciones de una variable y las aplique para resolver problemas de la vida real.
e Resolver inecuaciones lineales, cuadraticas y aplicarlas.

4.0 Ecuaciones. Ecuaciones lineales
4.1 Problemas aplicados

4.2 Ecuaciones cuadréticas

4.3 Inecuaciones con una incognita.



RALONES V
PROPORCIONES

CAPITULO

1
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OBJETIVOS

Al finalizar el estudio y préactica de este capitulo, el estudiante de tecnologia en
obras civiles estara en capacidad de:

1.

Representar el concepto de razon como el cociente de dos nimeros o dos
medidas de la misma magnitud.

Establecer el concepto de proporcion como la igualdad de dos razones,
utilizando la propiedad fundamental de las proporciones.

Resolver ejercicios y problemas de aplicacion de la vida real en los cuales
se requiera encontrar un término de una proporcion.

Identificar las propiedades que caracterizan a una aplicacion lineal,
establecida entre dos magnitudes, para llegar a la nocion de
proporcionalidad directa

Determinar como magnitudes directamente proporcionales las que tienen
cociente constante

Determinar como magnitudes inversamente proporcionales las que tienen
producto constante

Interpretar, mediante cuadros, el comportamiento de dos magnitudes
directamente proporcionales e inversamente proporcionales

Dada una aplicacion , determinar cuando es de regla de tres simple directa
0 inversa

Dada una aplicacion, determinar cuando es de regla de tres compuesta
directa, inversa 0 mixta.

10.Elaborar un esquema general para la resolucion de un problema de regla de

tres simple o compuesta

11.Aplicar la proporcionalidad directa e inversa en la solucion de problemas

sobre reparto proporcional.

12.Elaborar un esquema general, para la solucion de problemas de reparto

proporcional
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13.Interpretar el porcentaje como una aplicacion de la razon, cuyo valor
numérico es igual al numerador de una fraccién con denominador 100.

14.Diferenciar los porcentajes especiales: tanto por ciento mas , tanto por
ciento menos

15.Aplicar la proporcionalidad en la solucion de problemas sobre porcentaje
como regla de tres simple directa.
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1. LA PROPORCIONALIDAD Y SUS APLICACIONES
1.1 RAZON DE DOS CANTIDADES HOMOGENEAS

Muchas veces en la vida diaria y en las ciencias se necesita comparar medidas
y cantidades. Cuando se desee comparar dos magnitudes tales como el largo y
el ancho de una lamina, la longitud de dos segmentos, el area de dos figuras
geomeétricas, la cantidad de hombres y mujeres de una region o de un pais, la
capacidad de dos recipientes o la votacién obtenida por dos candidatos en una
eleccion, se establece la relacidn entre dos magnitudes

La razon de dos cantidades homogéneas es un numero que multiplicado por la
segunda nos da la primera. O se llama razon a la comparacion por cociente de
dos cantidades a y b. La comparacion entre dos magnitudes es un nimero sin

unidades.

] ) : . 1
Asi la razon de las cantidades homogéneas 16m y 4m , que Se representa %
m

,8S 4 ,yaque 4 esunndmero que multiplicado por 4m da 16m:

6m _, Porque 4x4m=16m
4m

Si @ y b son dos cantidades homogéneas, su razon se representa por el
simbolo

a'b= a ___ , Antecedent

b —> Consecuente

1.2PROPORCIONES
Consideremos los siguientes rectangulos:

15 9m

4m

12m

Podemos comprobar que las razones entre las medidas 15m y 5m ,9m y 3m,
6m y 2m son iguales:
15m _3 9_m_3 12m _

= 3
5m 3m 4dm

15m _9m _12m
Sm 3m 4m



14

Decimos que estas cantidades son PROPORCIONALES o que forman
proporciones.

PROPORCION:

Una proporcion es la igualdad de dos razones gzg

Selee aesa b como Cesa d

En estas proporciones @ y d son extremos, b y C los medios.

Asi por ejemplo: en la proporcion %zg . 7'y 12 son los extremos 3 y 28

son los medios. Observemos que 3-28=7-12
Cuando dos fracciones son iguales forman una proporcion

En toda proporcion el producto de los medios es igual al producto de los

extremos

Propiedad Fundamental
; a-d=b-c

c
d ’ de las Proporciones

Ejemplos:

- 2 4
Tomemos las siguientes razones: 3 ' 6

|

3 : 2
Como podemos observar, todas las razones son equivalente a 3 con estas

simplificando

Wi ',3|oo

razones podemos plantear proporciones. Es decir:

2 8
3 12

Como conclusion podemos decir que para encontrar proporciones, podemos
partir de una razén y obtener razones equivalentes por amplificacion o
simplificacion.

2_4
3 6 ’

. . 3
1. Encontrar una razén que forme una proporcion con c

Solucion:

PN 3.9
Por amplificacion: ==
5 15

Notese que se amplifico por 3



: : : : 2
2. Formar una serie de cinco razones iguales a partir de 3

Solucion:

\—> Amplificamos por ?

Amplificamos por 5
Amplificamos por 4

v

v

v

Amplificamos por 2

%
X

3. Hallar X en la siguiente proporcion :

w| ol

Solucion: Por la propiedad fundamental

5.x=3-35 = 5.x=105 :x:lo?s = x=21

El termino desconocido X se llama una cuarta proporcional de 5,3 y 35
4. Hallar X si 6 es la cuarta proporcional de 2,3 y X.

Solucion: Por ser 6 la cuarta proporcional, la proporcion se plantea asi:

y por la propiedad fundamental

Xx=2-6 = 3-x=12 :x:% = Xx=4

o x

2

3

3.
- .. 36

5. Hallar Xde la siguiente proporcion — =
X

Solucién:
Por la propiedad fundamental

X-x=36-4 = x*’=144 = x=.,/144 :>

X se llama una media proporcional entre 36y 4

6. Hallar un numero que sea media proporcional entre 16 y 25.

15
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Solucién:
El nimero es X y la proporcion es §=2—X5 . Por la propiedad
X
fundamental
X-Xx=16-25 = x°=400 = x=,400 = x=20

7. En un plano dibujado a escala 1:20000, la distancia entre dos puntos del
dibujo es 14cm. ¢Cual es la distancia real entre los puntos?
Solucién:
En tu clase de geografia te han ensefiado que en la escala 1 a
20000 Se indica que con una unidad de longitud en el dibujo se muestran
20000 Unidades de longitud en la situacion real, es decir, que la razon

y como la razon en

entre la medidas del plano y la situacion real es L
20000

cm medidos sobre el plano y la longitud real X, es la misma , entonces
planteamos la proporcion :

14

=——— Yy de aqui podemos calcular la longitud real Xasi :
X 20000

Distanciaenel Mapa 1

1-x=14-20000 = x=280000cm = 2.8km

Distancia en la Realidad E

Por lo tanto, la distancia de 14cmen el plano corresponde a 2.8km en la
realidad.

8. Larazon entre el ancho y la altura de una puerta es % Si el ancho es 80cm,

¢Cual es la altura?

Solucioén: El problema nos indica que: A:fho =§ y como el ancho es 80cm,
to

entonces,

80cm 2 .
== or la propiedad fundamental
Alto 5 yp prop
400

2x(Alto) =5x80cm = 2x(Alto)=400cm = Alto=7cm

Alto = 200cm =

Luego la altura de la puerta es de 2metros
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1.3 CORRELACION:

Dos Magnitudes estan correlacionadas cuando una
dependa de la otra. El area de un cuadrado depende de la longitud de sus
lados, la cantidad de pintura necesaria para pintar una casa depende del
area de las paredes, etc.

Cuando se estudia la relacion que existe entre dos magnitudes, sé habla de
que una depende de la otra. Por ejemplo, la cantidad de dinero que se paga
por el consumo del servicio de energia, depende de la cantidad de
kilovatios hora usados durante el periodo de tiempo facturado; el tiempo
que tarda en realizarse una obra depende del nimero de obreros que
trabajan en ella.

En cualquier relacion es posible identificar cuales magnitudes son
dependientes y cuales independientes.

Una magnitud es independiente cuando quien estudia el fendmeno le
asigna arbitrariamente el valor de la medida y es dependiente cuando su
valor de medida depende del valor de la magnitud independiente.

El tiempo que tarda en realizarse una
Obra depende del nimero de obreros
Que participen en su ejecucion.

La magnitud independiente es el nUmero
De obreros, en tanto que el tiempo es

la magnitud dependiente.

Dos magnitudes estan directamente
Correlacionados, si al aumentar una
La otra aumenta; o viceversa .Si el
Consumo de energia de un hogar
Aumenta de un mes a otro, el dinero
Que se paga por el servicio también aumenta.
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TALLER 1.1

] . 5
1. Encontrar una razon que forme proporcion con s

) ) ) 4
2. Formar una serie de cuatro razones iguales a partir de -

3. Hallar Xde las siguientes proporciones

a) S_X p A_X g N8 g 0.5 4 x_6
21 7 X 16 X 7 32 X 4 12
4. Encontrar la cuarta proporcional para:
a)3,5,6 b) 57,15
5. Hallar un numero que sea media proporcional entre :
a)5y45 b)6Yy 96
6. Completar:
2 ? ? ?
3 6 18 ? 15 3960 ? 495 ? ?
7. Completar:
. a ? a ?
a)Si 3-a=2-bentonces —=- y —=—
b 2 2 2
. ? ?
b) Si 6-x=5-9 entonces X7 y 5.7
5 ? X ?

. ? 2
c)Si 4-m=15entonces T =L y M_1
5 7 3 2

N

. . . ?
d) Si a_7C ontonces 2= y
3- 5-d b ?

b ?
a ?

oy

8. Enun mapa 2cm equivalen a 50km ¢A que distancia equivalen 7cm?

9. La sombra proyectada por una persona de 1.80m es de 0.60m. Calcular la
longitud de la sombra proyectada por un nifio de 1.50m a la misma hora.

10.En un grupo la relacion de nifias a nifios es de 3 a 4. Si hay 15 nifias,
¢ Cuantos nifios hay?
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11.Un automovil recorrié 300km en 5 horas y gasto 15 galones de gasolina.
¢ Cual es su velocidad? ¢Cual es su rendimiento?

12.Se llama densidad de poblacion a la razén del nimero de habitantes entre el
area que habitan. Si la poblacién colombiana a 1 de enero de 1983 es de
aproximadamente 28776000 habitantes y su superficie es de 1141748 km,

determinar la densidad de poblacion en la republica de Colombia.

13.En un mapa llamamos escala a la razén de una longitud cualquiera del
mapa entre la correspondiente longitud del terreno. Si en un mapa cada
centimetro representa 100 cm de un terreno, se dice que la escala del mapa

1 o .
es de 10" Si en un mapa cada cm representa 100km de terreno. ¢Cuél es la
escala?

14. En un mapa dibujado a una escala 6:50000 ¢a que distancia se deben
situar dos ciudades que distan 72km en linea recta?

15. Dos amigos deben repartirse 27000 estampillas. Sus partes deben estar en
la razén 5:4 ;Cuantas estampillas le corresponden a cada uno?

16.En la siguiente situacion identifica la magnitud dependiente e
independiente y representa sobre los ejes coordenados los pares de puntos
que se muestran en la tabla de valores

El nimero de ladrillos pegados por un Obrero varia de acuerdo con el
tiempo.

Tiempo (en horas) | 1 2 3 4 5 6
Ladrillos Pegados | 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120
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1.4 PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES
Toda proporcion %:% podra transformarse, siempre que se cumpla la
propiedad fundamental asi:

1. Se pueden permutar los medios

Veamos %: % entonces 3-16 =4-12 (propiedad fundamental)

== % Entonces  3-16 =4-12 (propiedad fundamental)

Como observamos podemos intercambiar los medios y se sigue cumpliendo
la propiedad fundamental. En forma general tenemos:

E=£ entonces E=E
b d c

2. Se pueden permutar los extremos

% entonces 3-16=4-12 (propiedad fundamental)

% = % entonces 3-16=4-12 (propiedad fundamental)

Como observamos podemos intercambiar los extremos y se sigue
cumpliendo la propiedad fundamental. En forma general tenemos:

a_c entonces 9=£
b d b a

3. Se pueden invertir las dos razones que forman la proporcion

% entonces 3-16=4-12 (propiedad fundamental)

% entonces 4-12=3-16 (propiedad fundamental)

Como observamos podemos observar podemos invertir las razones y se sigue
cumpliendo la propiedad fundamental. En forma general tenemos:
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= E entonces E = E
d a ¢

> Ezg, 3+4:12+16 :Z=§ 7.12=3.28 Propiedad Fundamental
3 12 3 12
84 =84

4 16 3 12 3

> 3 = 12 3-4 = 12-16 - -1_-4 (-1)-12 = (-4) -3 Propiedad Fundamental

~12=-12
Podemos generalizar de la siguiente forma:

ath czxd

a C

a_¢ entonces
b d

Antecedentel+ Consecuentel  Antecedente2 + Consecuente 2

Antecedentel Antecedente 2
3 12 3+4 12+16 7 28
> —_ = ; = O —_ = 7'16:4'28 i
116 4 16 1" 16 Propiedad Fundamental
112 =112
> 3_12 , 8-4_12-16 0 -1_-4 (-1)-16 = (=4)-4 Pr opiedad Fundamental
4 16 4 16 4 16
-16 =-16

Podemos generalizar de la siguiente forma:

Si 2_° entonces
b d

Antecedentel+ Consecuentel  Antecedente2 + Consecuente 2
Consecuentel Consecuente 2

En toda proporcion la suma o diferencia del antecedente y consecuente de la
primera razon es a su antecedente o consecuente, como la suma del
antecedente y consecuente de la segunda razén es a su antecedente o
consecuente.
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5.
3 = 12 entonces 3+12 = 3 1 = 3 = 15-4=20-3 Propiedad Fundamental
4 16 4+16 4 20 4
60 = 60
> 3_12 entonces stl2 1215 12 = 15.16 =12-20  Propiedad Fundamental
4 16 4+16 16 20 16
240 = 240
> 3 = 12 entonces 3-12 = 3 -9 = 3 = (-9)-4 =(-12)-3 Propiedad Fundamental
4 16 4-16 4 -12 4
-36=-36
3 12 3-12 12 -9 12
—=— entonces ——=— —="— = (-9):16=(-12)-20 i
116 116 16 12 16 (-9) (-12)- 20 propiedad Fundamental
—144 = -144
En general:
i +
si 2-° entonces azt_a
b d b+td b
i +
Si EZE entonces azc :E
b d b+d d

En toda proporcion la suma o diferencia de los antecedentes es a la suma o
diferencia de los consecuentes como cada antecedente es a Su consecuente

6. Sea
3_6_9_12 nonces 3*+6+9+12 3 _6_9 12
4 8 12 16 4+8+12+16 4 8 12 16
3+6+9+12 3 30 3
————=—-  ,—=— = 30:4=40-3 120=120 i
1:8:12+16 4 202 Propiedad Fundamental
3+6+9+12 6 30 6
———=— |, —=— = 30-8=40-6 240=240 i
1:8:12+16 8 2038 Propiedad Fundamental
3+6+9+12 9 30 9

T ah Aran ) anT o 30-12=40-9 360=360 i
4+8+12+16 12 40 12 Propiedad Fundamental

3+6+9+12 12 30 12
o 17 12 1R , —=— = 30-16=40-12 480 =480 ;
4+8+12+16 16 40 16 Propiedad Fundamental



23

En general se tiene:

a+c+e+ a c e
——=—:F entonces arcre+rg _a_c_°_9

d f b+d+f+h b d f h

. . Suma de Antecedentes
O lo que es lo mismo:
Suma de Consecuentes

= Cualquier razon de la Serie

En toda serie de razones iguales se cumple que, la suma de los antecedentes es

a la suma de los consecuentes como un antecedente cualquiera es a su
consecuente.

1.
Si 312 entonces 3t4_12+16 o 7 28 o (1)
4 16 3-4 12-16 1 -4
—-28=-28
si 2.-¢ entonces a+b_c+d
b d a-b —d

En toda proporcion, la suma de antecedente y consecuente de la primera
razon es a la diferencia de los mismos, como la suma del antecedente y
consecuente de la segunda razén es a la diferencia de los mismos
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EJEMPLOS

, . . . X 8 .

a) Calculemos los términos desconocidos en la proporcion —=— siendo
X+y =230
Solucién: x = antececedente , y = Consecuente , entonces

X + y = antecedente + consecuente , COmo lo podemos observar , en la
propiedad 4.

si X-8  entonces XY _8+7
y 7 y 7

Reemplazando x+y por el valor 30, obtenemos:

(Propiedad (4))

30 8+7 30 15 y 7 30x7
= y= =14 = y=14
y 7 y 7 30 15 15

Si y=14, entonces reemplazando en la proporcién dada
X 8 14x8
14 7

16 = X =16

- 16 8
Luego la proporciones —=—
J prop 14 7

L. i .. a b _.
b) Calculemos los términos desconocidos en la proporcion — == siendo

a-b=24
Solucion: por la propiedad 5 Si %:3 entonces %:% luego:

a b a-b a . .
—=—_entonces =— por la propiedad fundamental tenemos:
11 5 11-5 11

(a-b)-11=(11-5)-a como a-b =24 entonces
24-11=6-a realizando operaciones

2411 6-4-11
a= =

=4.11=44
6

|

Ahora como a-b=24 , reemplazando a por su valor tenemos:44—-b =24 =

b=4d-24=20 =



Luego la proporcion es % = ? ¢y cumple la propiedad fundamental?
Xy z
c) Si==Z==con x+y+z=27, hallar x, v,z
2 3 4

Aplicando la propiedad para una serie de razones iguales, obtenemos:
(Propiedad (6))

Xty+z _X Xty+z_ ¥y Xty+z_2
2+3+4 2 ' 2+43+4 3 ' 243+4 4

Como x+y+z=27 setiene:
27 X
9 2 ' 9
Y de las tres ultimas calculamos x, vy, z

o PEH P PR

d) Las edades de Juan y pedro estan en razon de 5 a 6 y su diferencia es
4anos ¢Cual es la edad de Juany cual la de Pedro?

X=6

Llamaremos J la edad de Juan y P la de Pedro, podemos escribir la
Proporcion

y,ademas, P-J=4

oo

J
P

Para obtener P-J invirtamos las razones y apliquemos la propiedad

EZE entonces a__b:ﬂ
b d d

> entonces © =8 luego P=J_8=5
6 J 5 J

5

Si J =20, entonces reemplazando en la proporcion dada

si 2
P

Como P-J =4, entonces §:% luego J =

20

S A5 p_20x6_ o,
6 P 6 5

Asi las edades son: Pedro 24 afios y Juan 20 afios.

J
P

25



TALLER 1.4
1. En la proporcion

, efectla las siguientes operaciones

a ¢C
b d
Invierte las razones

Suma 1 a cada lado de la igualdad

Invierte las razones de la nueva proporcion
Resta 1 a cada lado de la igualdad

¢ Qué concluyes?

2. Escribir las transformaciones posibles para las siguientes proporciones
recuerde que se debe cumplir la propiedad fundamental )

3_12 1.4 8_40 8_18
2 8 ’ 4 12 3 15 11 22
3. Determinar la razon % en la proporcion E:%
a
4. Completar :
. ?
a) Si > entonces S+12 154+
12 36 12 36
b) Si 3_6 entonces 3__6
7 14 4 14-?
. 2 — 2
c) Si 2=2 entonces 227 y a=b_?
b 2 b 2 b 2
. ? ?
d) Si are_» entonces 2=y S-°
c 9 c ? a ?
5. En la serie de razones 3_,a_b_c¢_d hallar a,b,cyd
4 8 20 12 28
. 6 3 9 .
6. Enlaserie derazones —==== hallar x,y y z si x+y+z=120
X Yy z
7. Encontrar ayb si:
a 5
a) —=— a-b=6
) 553 Y

26
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4
d 2_2 a+b=9
)= Y
8. Si a_b _30 ,  ¢Cudles son los valoresde ayb?
40 50 20
Q. Si§=§=i=£, ¢Cuales son los valores de a,b y c?
a b 26 20

10.Al dibujar el plano de un edificio se uso una escala de 3:200.;Cual debe
ser, en el plano, el largo de un salén que mide 12 m, ¢, Cual es el ancho de

un pasillo que en el plano mide 6 m?
] . 7 :
11.La razon entre los lados de un rectangulo es % Si el lado menor mide

25cm, ¢ Cual es el perimetro del rectangulo?
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1.5 MAGNITUDES PROPORCIONALES
(Variacion proporcional)

1.5.1 MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

Se dice que dos cantidades A y B, son directamente proporcionales cuando
la razdn entre la magnitud dependiente y la independiente es constante.

De otra manera, dos magnitudes son directamente proporcionales si al
representarlas en un sistema de coordenadas cartesianas se obtienen puntos a
lo largo de una linea recta que pasa por el origen del sistema.

Por ejemplo, si se esta llenando un recipiente con un liquido, de tal manera que
cada segundo el volumen del liquido aumenta 5 litros, la cantidad de liquido y
el tiempo seran cantidades directamente proporcionales, como se puede
apreciar en la siguiente relacion.

TIEMPO VOLUMEN VIT

Segundos Litros
1 5 5
5 10 10/2=5 k(constante)
3 15 15/3=5

Es decir, la razon del volumen (V) al tiempo (T) es constante (5).
% =k entonces v =kt

k se denomina constante de proporcionalidad. En este caso. Vamos a graficar
v=kt ,para k=5.Asi v=5t

Tiempo ( segundos) 1 2 3
Volumen ( litros) 5 10 15
Y
a
15 dem = - - X
v =5t
[0 S I
- I
5 I :
— i > t
1 2 3
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Ejemplo2 .Los datos que aparecen en la tabla corresponden a numero de
obreros y piezas de cierto articulo que producen diariamente

OBREROS PIEZAS Y/X
X Y
20 500 500/20 =25 | 7]
S 125 25
10 250 25 — k(constante)
Il 175 25
30 750 25 _

Observamos que el nimero de obreros y las piezas producidas diariamente
son directamente proporcionales.

Y. k entonces y = kx
X

k se denomina constante de proporcionalidad.En este caso k =25

Comparemos la razon entre dos cantidades de los obreros, con la razon de sus
correspondientes piezas de produccion diaria:

200breros 4 500 Piezas

=4y —— =4 por ser iguales las razones entonces :
50breros 125 Piezas

200breros 500 Piezas
50breros  125Piezas

y en forma analoga.

Nota: grafique y =kx con k=25 0 y=25x
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¢ Que observa?

Si dos magnitudes son directamente proporcionales, la razon entre dos
cantidades de una magnitud es igual a la razon entre las cantidades

correspondientes de la otra

Otras cantidades proporcionales son:

+ La fuerza de una persona y el peso que puede levantar.

+ El volumen de un gas y su temperatura ( Si la presién del gas permanece
constante)

+ Trabajo realizado por una personay el tiempo trabajado

+ El volumeny lamasa (m/v)

+ El precio de un articulo y el numero de articulos

+ Tiempo y espacio ( Si la velocidad no varia) (d/t)

Sean x y y magnitudes. Si y es directamente proporcional a x entonces la
razén entre y, x es una constante, es decir:

Y_x o y = kx
X

k se llama la constante de proporcionalidad y la grafica de y = kx es una

recta que pasa por el origen.

y

4
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1.5.2MAGNITUDES INVERSAMENTE PROPORCIONALES

Dos cantidades o magnitudes son inversamente proporcionales si el producto
entre la magnitud dependiente y la independiente es constante. (Valor fijo)

Ejemplo 1 En una fabrica 8 maquinas de la misma clase (igual rendimiento)
realizan un trabajo en 10 horas .Si se dedican la mitad de las maquinas a
realizar el mismo trabajo, entonces necesitan el doble del tiempo. Es decir si 8
maquinas realizan el trabajo en 10 horas, 4 maquinas harian igual trabajo en
20 horas. De acuerdo con los anterior, podemos elaborar la siguiente tabla,
donde x representa el numero de maquinas y t el tiempo que necesitan para
realizar el mismo trabajo.

NUMERO DE TIEMPO EN - Observamos que a medida que se

MAQUINAS HORAS aumenta el numero de maquinas,
X Y disminuye el tiempo en que se
8 10 8x10 = 80 realiza el trabajo y si disminuye el
4 20 80 numero de maquinas aumenta el
16 5 80 tiempo.
10 8 80 El producto entre las medidas de
20 4 80 cantidades correspondientes es un
5 16 80 numero constante. Por lo anterior,
2 40 80 se dice que el numero de
1 80 80 maquinas varia en forma

inversamente proporcional al tiempo.

En este ejemplo k =80, representa el tiempo de duracion total para efectuar la
obra por maquina, o0 sea k =80 horas. Como podemos ver en la tabla anterior
yx X =Kk

Decimos que dos magnitudes varian en forma inversamente proporcional
cuando el producto de las cantidades correspondientes es una constante. Es
decir:

Sean x y y magnitudes. Si yes inversamente proporcional a x entonces
El producto de las magnitudes es una constante Xy =K

k Se llama la constante de proporcionalidad y la grafica de x-y=k es una
curva
Y,
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Otras cantidades inversamente proporcionales:

+ Lo que se demora un grupo de hombres en hacer un trabajo material y la
cantidad de hombres

+ El volumeny la presion de un gas ( a temperatura constante) (VP)

+ La resistencia eléctrica de un alambre y la corriente que circula por el.

+« Tiempo y velocidad

+ El numero n de litros por minuto que vierte el grifo de un tanque de agua 'y
el tiempo t que tarda en llenarlo

TALLER 1.5

1. Indicar cuales de los siguientes pares de magnitudes corresponden a
magnitudes directamente proporcionales y cuales a magnitudes
inversamente proporcionales.

a) Numero de objetos y el precio

b) Velocidad y espacio ( Espacio no varia)

c) Volumen y capacidad

d) Obra realizada y tiempo ( con igual numero de obreros)

e) Base y altura de un rectangulo ( si el area no varia)

f) Volumeny peso

g) Diametro de una rueda de bicicleta y numero de vueltas( la distancia
no varia)

h) Tiempo y espacio ( si la velocidad no varia)

2. En las siguientes tablas, determinar cuales corresponden a magnitudes

directamente proporcionales y cuales a magnitudes inversamente
proporcionales.
X Y X y X Y
8 720 19.2 1.8 9 42
4 360 28.8 1.2 6 63
12 1060 2.4 14.4 3 126
4.4 396 57.6 0.6 7 54

Calcular ademas la constante de proporcionalidad. Donde exista

proporcionalidad

3. Considere la correspondencia entre el lado de un cuadrado y su perimetro.




Lado
cm.

Perimetro
cm.

—|o

2.5

3.5

4.5

33

Completar la tabla
, , P
¢Cual es larazon T en cada caso?

Es el perimetro P, directamente
proporcional al lado L?

Completar :%=? 0 P=7?xL

Si L=0.25cm entonces P =?
Trazar la grafica

4. una esfera se deja caer libremente desde una altura h. La tabla muestra la
correspondencia entre la altura h y el tiempo t empleado

Q A

w
m

h

t

U
seg

|

h

aey

t? t2

(seg?)

5

20

45

80

125

180

OO WIN|F

a) Completar la tabla
b) Trazar la grafica en un plano cartesianode : t—h ,y t*> —h

c) ¢Eslaaltura h directamente proporcional al tiempo t? ¢Por qué?
d) ¢Eslaaltura h directamente proporcional al tiempo t>? ¢Por qué?

e) Completar : t%:? 0 h="7xt?

Con una valvula de desagiie de 5cm?® de seccion, un deposito emplea 90

segundos en vaciarse. Otras posibilidades se presentan en las siguiente

tabla
s seccion |t tiempo

cm? (seg) S-t
1
2
3
4
5 90 450
6

a) Completar la tabla
b) Si s=0.5 entonces t="?

c) Trazar la grafica
d) ¢Es la seccion s, directamente proporcional

al tiempot? ¢Porque?

e) ¢Es la seccion s, inversamente proporcional
al tiempo t? ;Porque?

f) ¢Cual es la constante de proporcionalidad?
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6) Un mdvil a una velocidad de 60km/h ha empleado 4 horas para recorrer un
trayecto. Otras posibilidades para recorrer el mismo trayecto son las
siguientes.

Tiempo
horas

Velocidad
(km/h)

t-v
km

1

2

4

8

16

Completar la tabla

¢Si t=24h Entonces v="7?

Trazar la grafica

¢Es el tiempo t, inversamente proporcional
a lavelocidad v?

Completar :%=? o P=?xL

s Cual es la constate de nronorcionalidad?
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Una de las aplicaciones mas importantes de las proporciones esta en la
resolucidn de los problemas de regla de tres simple y compuesta

1.6 REGLA DE TRES SIMPLE

Es un método para resolver problemas en los que intervienen dos magnitudes
directamente proporcionales y se dice que es un problema de regla de tres
simple directa. Por tanto, es Util tener cierta facilidad para reconocer cuando
dos magnitudes son directamente proporcionales. Si las magnitudes son
inversamente proporcionales se tiene un problema de regla de tres inversa.

EJEMPLOS MODELOS DE REGLA DE TRES SIMPLE

DIRECTA.

1. Si 5 libros de lectura costaron $210.000. ¢Cual es el precio de la docena de

libros?
Analisis:
LIBROS COSTO
5 210000
12 X

Lo més importante es determinar si la proporcion es directa o inversa.

Procedemos de la siguiente forma:

Convenimos en usar un signo +, cuando en el analisis la segunda cantidad
aumenta o es mayor que la primera y un signo menos cuando disminuye o
es menor; es decir hacemos lo siguiente:

LIBROS COSTO ; .
Luego hacemos el razonamiento necesario:
+@ 5 210000 | “sj 5 libros cuestan $210, mas libros costaran mas
12 X $” .Entonces nos queda:
LIBROS COSTO ] ) ] )
Si los dos signos son iguales (méas o menos)
+@ > 210000 Existe entre los elementos del problema una
12 X Correspondencia directamente proporcional

Si los signos fueran distintos: uno mas y otro menos, la correspondencia
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gue existe es inversamente proporcional. Resolvamos ahora el problema
dado.

Como la correspondencia es directamente proporcional, planteamos la
proporcion con los datos del orden que figuran en el analisis.

5 210.000

12 X

5-x=12x210.000 x= w =504-000 = X =504.000

El precio de la docena de libros es de $504-000

Por la propiedad fundamental de las proporciones se tiene

. Si un obrero tiene un salario de $90000 por década (diez dias). ¢Cual es el

salario total en dos meses, si se le descuentan 6 dias durante los cuales no
asistio a su trabajo?

Solucién: analisis:

Razonamiento: Si un obrero recibe en 10 dias
$90000 en 54 dias va a recibir mas $

@ 10 90000
+
54 X

Luego las magnitudes salario y tiempo son directamente proporcionales.
Entonces se tiene:

DIAS SALARIO

é—i _ 90000 Por la propiedad fundamental de las proporciones se tiene:
X

10-x=90000x54 = x= W =486000 = X = 486000

El salario total en dos meses es de $486000

. La capacidad de un tanque de agua es 6300 litros y el desague la desaloja
en 45 minutos. Estando lleno el tanque ¢Cuantos litros de agua quedan
después de 30 minutos de funcionamiento del desague?

Solucién: analisis:

Razonamiento: Si en 45 se desaloja un tanque con capacidad de 6300 litros
en menos minutos (30 minutos ) desalojara menos litros.



Entonces se tiene:
30

X = 42001
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Existe entre los elementos del problema una
Correspondencia directamente proporcional.

TIEMPO
LITROS v

_g 6300 45 ? _
X 30

6300 45

45-x=6300x30 = x=

6302 x30 _ 4200

Cantidad de agua que desaloja en 30 minutos

Luego la cantidad de agua que queda en el tanque va a ser de:

6300l — 42001 = 2100l

4. Tres hombres hacen 120 m de carretera en un dia. ;,Cuantos hombres se
necesitan para hacer 400m?

Solucién: analisis:

€

METROS
HOMBRES CARRETERA
3 120
X 400

pE

Razonamiento: Si tres hombres hacen 120 mde carretera en un dia,
entonces se necesitan mas hombres para hacer 400m

Existe entre los elementos del problema una correspondencia directamente

Proporcional. Entonces se t

3120

X 400

= 120-x=3x400

iene:

3x400
X = =

10
120

Se necesitan 10 hombres para hacer 400m

|Lx-10n

La sombra proyectada por una persona de 1.80m es de 0.60m. Calcular la

longitud de la sombra proyectada por un nifio de 1.50m a la misma hora.

Soluciodn; analisis:

-6

ESTATURA | LONGITUD
METROS SOMBRA
1.80 0.60
1.50 X

Razonamiento: Si una persona de 1.80 m proyecta una sombra, de 0.60m
entonces un nifio de menor estatura (1.50m) proyecta menos sombra
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Asi las magnitudes estatura y longitud de la sombra son directamente
proporcionales.

180 _060 _  _060x150 _ ..
1.50 X 1.80

La longitud de la sombra proyectada por el nifio es de 0.50m

EJEMPLOS MODELOS DE REGLA DE TRES SIMPLE
INVERSA

1. Ocho jovenes piensan salir de campamento con viveres para 24 dias,
Ilegado el momento, dos deciden no ir. ¢Para cuantos dias les alcanzaran
los viveres a los restantes?

Solucioén; analisis:
PERSONAS DIAS

_ 8 24 N
6 X
Razonamiento: Si ocho jovenes podian vivir con esos alimentos 24 dias

menos jovenes podran vivir mas dias.
Luego la dos magnitudes son inversamente proporcionales.

Cuando formamos la proporcion en una correspondencia inversamente
proporcional, invertimos cualquiera de las razones, pero para facilidad
invertimos la razon donde aparece la incognita .

%:i - x=8x624=32 =l x=32dias |

24

Los viveres les alcanzan a los 6 jovenes para 32 dias

2. Cinco hombres pueden pintar una casa en 7 dias, ¢Cudntos hombres se
necesitaran para realizar el mismo trabajo en 5 dias?

Solucion: Analisis:
PERSONAS DIAS

A
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Razonamiento: Si 5 hombres pueden pintar una casa en 7 dias, se
necesitara mas hombres para realizar el mismo trabajo en 5 dias.

Luego las dos magnitudes son inversamente proporcionales. Asi:

Se necesitan 7 hombres, para realizar el trabajo en 5 dias.

(203
(20BN

3. Un grifo que arroja 100 litros por minuto llena una piscina en 7 horas 12
minutos. ¢(Que cantidad de agua debe arrojar el grifo por minuto parta
llenar la piscina en 12 horas?

Solucién: Analisis:

1001 /min
1 1
| |
P gy /g ———— - Py £ ——— -
71 71
5 0 ‘\_ O \
! !
Lo llenaen
] Lo llenaen
7h 12 min utos
12h
Transformemos las unidades de tiempo
7h12 min = 7 x 60 +12 = 432 Minutos GIR/'FO TIEMPODE
12 h =12x 60 = 720 Min m__|LLENADO (min.)
_g 100 432 ?«
X 720

Razonamiento: Si un grifo arroja 100 litros por minuto para llenar una
piscina en 7 horas 12 minutos, la cantidad de agua que debe arrojar el
grifo debe ser menor para demorarse 12 horas. Es decir es un problema de
regla de tres simple inversa. Entonces se tiene la relacion:

x 42, _A32x100 o ol yZ 601/ Min
100 720 720

El grifo llena la piscina en 12 horas. Si arroja agua a razon de 601/Min
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4. En 12 dias 300 gallinas consumen 5 bultos de concentrado. ¢Cuantas

gallinas mas se alimentan con la misma cantidad de concentrado durante
gdias?
Solucion: Planteo

GALLINAS DIAS

300 12

€T 9

Razonamiento: Si en 12 dias 300 gallinas consumen 5 bultos de
concentrado, entonces en 8 dias necesitaran mas gallinas para consumir
la misma cantidad de concentrado.

Luego las dos magnitudes son inversamente proporcionales. Asi:

=450 = x = 450 Gallinas

Durante 8 dias se podran alimentar 150 gallinas méas con la misma cantidad
de concentrado

300x12
X =

. Un auto recorre la distancia entre dos ciudades en 4 horas a una velocidad
de 60.5km/h. Para recorrer esa misma distancia en 10 horas, ¢Qué

velocidad debera alcanzar el auto?

Solucion: Analisis

VELOCIDAD TIEMPO
km/h HORAS
4
n 60.5
X 10

Razonamiento: Si un auto recorre la distancia entre dos ciudades en 4
Horas a una velocidad de 60.5km/h, para recorrer esta misma distancia en

10 horas es porgue su velocidad es menor.

Luego las dos magnitudes son inversamente proporcionales. Asi:

=242 = [Ix=24.2km/h

La velocidad que debe llevar el auto para recorrer la distancia entre las dos
ciudades en 10 horas debe ser de 24.2km/h

4%x60.5
X =
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TALLER 1.6

1. Con el vino que hay en un tonel se llenan 300 botellas de % de litro

cada una. ¢(Cuantas botellas se podrian llenar si la capacidad de cada
botella fuera % de litro?

2. En un mapa % de centimetro equivalen a 12km. ¢(Qué distancia

representa % de centimetro?

3. Con un grifo que tiene un caudal de 14 litros por minuto, se han
empleado 48 horas en llenar un deposito. ¢Cuanto tiempo se emplearia
si su caudal fuera de 32 litros por minuto?

4. Una construccion puede ser hecha por 80 obreros en 42 dias. Si el plazo
para entregarla es solo de 30 dias, ¢Cuantos obreros deberan
aumentarse?

5. Con 15kg de hierro se han hecho 420 puntillas de 4 pulgadas. ¢cuantas

puntillas de 3 pulgadas y del mismo diametro se hubiesen podido hacer
con la misma cantidad de hierro?

6. Un ganadero tiene 36 ovejas y alimento para ellas por el término de
28 dias. Con veinte ovejas maés, sin disminuir la racion diaria y sin
agregar mas alimento, ¢ Durante cuantos dias podar alimentarlas?

7. El corazén de un hombre adulto bombea 15 litros de sangre en 3
minutos. ¢En cuantas horas bombea 1200 litros? Rta 4 horas

8. Tres maquinas hacen 500 metros de carretera durante un dia. ¢Cuantas
maquinas trabajando al mismo ritmo (sin que se interfieran al trabajar),
se necesitan para hacer una carretera de 4km durante el dia? Rta 24

maquinas.

9. Una persona tarda 5 horas en hacer los % de una obra. ¢Cuanto tiempo
tardara en realizar las % del resto de la obra, si trabaja al mismo ritmo?

Rta 9§hora
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10.Un grifo de seccion 4cm? llena un tanque en 18 horas, ¢En cuantas
horas lo llenara otro grifo, cuya seccién es 8cm?? Rta 9 horas

11.Para empapelar una habitacion se necesitan 15 rollos de papel de 0.45m
de ancho. ;Cuantos rollos se necesitaran si el ancho fuera 0.75m? Rta 9
rollos

12.Para cubrir un piso se requieren 24tiras de caucho de 20cm de largo. Si
se dispone de tiras de 15cm, ¢Cuantas seran necesarias para cubrir ese
piso?

13.Diez hombres que trabajan en la construccién de un puente hacen g de

la obra en 12 dias. Si se retiran 4 hombres, ¢Cuantos tiempo emplearan
los restantes para terminar la obra?(compuesto)

14.Para tender la red de alcantarillado entre dos puntos se necesitan 6000
tubos de 2,40 m de largo. Para tender el mismo alcantarillado, ¢ Cuantos

tubos de 4 metros de largo se necesitan?

15.Leyendo una novela 30 minutos diarios puede concluirse en 18 dias. Si
se quiere terminar en 12 dias la lectura de dicha novela,;Cuantos
minutos habra que leer diariamente? rta 45 min

16.Un movil tarda 3 horas en recorrer g de la distancia que hay entre dos

pueblos. ¢Cuanto tiempo tardara en recorrer la distancia total? Rta 4h
12min

17.Un obrero tarda 12% dias en hacer é de una obra. ¢Cuanto tiempo (en

dias) necesitara para terminar la obra? Rta 9

18.Una guarnicion de 500 hombres tiene viveres para 20 dias a razén de

tres raciones diarias. ¢Cuantas raciones diarias tomara cada hombre si se

quiere que los viveres duren 5 dias mas? Rta 2%

19.Se han empleado 8 dias para cavar una zanja. Si la dificultad de otro
terreno guarda con la dificultad del anterior la relacién de 4 a 3,
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¢Cuantos dias llevara cavar una nueva zanja igual en el nuevo terreno?

Rta 102
3

20.Dos hombres han cobrado 350 colones por un trabajo realizado por los
dos. El primero trabajo durante 20 dias a razon de 9 horas diarias y
recibid150 colones.;,Cuantos dias, a razon de 6 horas diarias, trabajo el
segundo? Rta 40 d

21.Una cuadrilla de 15 hombres se compromete a terminar en 14 dias
cierta obra. Al cabo de 9 dias solo han hecho los % de la obra. {Con

cuantos hombres tendran que ser reforzados para terminar la obra en el
tiempo fijado? RTa 21 h

22.Una guarnicion de 1300 hombres tienen viveres para 4 meses. Si se
quiere que los viveres duren 10 dias mas; ¢Cuantos hombres habra que
rebajar de la guarnicion?
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1.7 MAGNITUD PROPORCIONAL A VARIAS

Cuando se relacionan varias magnitudes digamos A, B y C €S preciso conocer

como es el tipo de proporcion (directa o inversa) de cada una de ellas con las
demas.

Por ejemplo el construir un edificio depende de las siguientes magnitudes:

Altura del edificio
Ancho del edificio
Area construida
Numero de obreros
Horas de trabajo diarias
Dificultad de la obra etc

Aqui encontramos proporcionalidades directas e inversas.
1.7.1 REGLA DE TRES COMPUESTA

En los problemas de regla de tres compuesta hay que tratar situaciones en
donde intervienen magnitudes proporcionales varias

Para ello, se analiza una magnitud con otra sin tener en cuenta las demas
magnitudes.

Cuando en un problema de regla de tres intervienen mas de dos magnitudes se
dice que la regla de tres es compuesta.

Si todas las magnitudes que intervienen en el problema son directamente
proporcionales entre si, decimos que la regla de tres compuesta es directa.

Si todas las magnitudes que intervienen en el problema son inversamente
proporcionales entre si, decimos que la regla de tres compuesta es inversa.

Si algunas de las magnitudes son directamente proporcionales y otras
inversamente proporcionales, decimos que la regla de tres compuesta es mixta

Para resolver problemas de proporcionalidad compuesta se tiene en
cuenta el tipo de relacion que existe entre las magnitudes que hacen

parte del Problema. Se compara la magnitud de la incognita con
cada una de las otras. (Considerando constantes las demas)
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EJEMPLOS MODELOS DE REGLA DE TRES

COMPUESTA

1. Si 6 personas pueden veranear 10 dias en Mar del Plata con $ 30000,
¢Cuanto les costara, en iguales condiciones, el veraneo, a 2 personas,
durante 8 dias?

Solucién: Analisis PERSONAS DIAS COSTO
6 10 30000
2 8 X

Para resolver una regla de tres compuesta por proporciones se consideran,
consecutivamente, dos reglas de tres simples:

PERSONAS| COSTO
6 30000 B
2 X

Razonamiento: Si 6 personas pueden veranear en Mar del Plata con un
costo $30000, el costo para dos personas es menor ( pensemos que se
van a estar 10 dias) . Asi estas dos relaciones son directamente
proporcionales. Por lo tanto

g _30000 %60)‘2 ~10000 = [Ix = $10000
X

Al plantear la segunda proporcion aparece como dato x = $10000, hallado
en la primera proporcion:

DIAS COSTO
_g 10 10000 ?‘
8 X
Razonamiento: Si 2 personas pueden veranear por un costo de $10000

durante 10dias, el costo para veranear estas dos personas en 8 dias es

menor. Por lo tanto esta nueva relacion es directamente proporcional.
Luego se tiene:




2. Si 21 obreros realizaron un trabajo en 72 dias, a razon de 8 horas diarias,
¢ Cuantos obreros seran necesarios para realizar el mismo trabajo en 56

>

10 _ 10000

8

X

X=%=SOOO = | x=$8000
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Asi las dos personas pueden veranear por un costo de $8000 durante 8 dias.

dias a 9 horas diarias?.

Solucién: Analisis

Consideremos las dos siguientes reglas de tres simples:

HORAS
DIAS DIARIAS OBREROS
72 8 21
56 9 X

DIAS OBREROS
_@ 72 21
56 X

Razonamiento: Si 21 obreros realizan un trabajo en 72 dias, en 56 dias

se necesitaran mas obreros ( pensemos que trabajan 8 horas diarias).
Luego las dos magnitudes son inversamente proporcionales. Asi:

72_x

Al plantear la segunda proporcion aparece como dato, x = 27 Obreros
hallado en la primera proporcion

56 21

72x21
X = =
56

Razonamiento: Si en 56 dias, 27 obreros, trabajando 8 horas diarias
hacen una obra, trabajando 9 horas diarias necesitaran menos obreros.

HORAS

DIARIAS OBREROS
8 27
9 X

g_

27 = X = 27 Obreros

Asi esta relacion es inversamente proporcional.



47

X

§= = x=27X8=24 = |IXx = 24 Obreros
9 27 9

Por lo tanto para realizar el mismo trabajo en 56 dias, se necesitaran de
24 Obreros, trabajando 9 horas diarias.

3. las 10 personas que conforman una excursion tienen agua para 4 dias a una
racion de 6 litros diarios. Si dos de los excursionistas deciden no continuar
y quedarse en una ciudad y los demas contintan su camino durante dos dias
mas, ¢, Cuél debe ser ahora la racion diaria de agua?

Solucién: Analisis

RACION DIARIA

PERSONAS EN LITROS

DIAS

10

6

8

X

Consideremos las dos siguientes reglas de tres simples:

>
RACION DIARIA
8 X
Razonamiento: Si la racién diaria de agua es de 6 litros para 10 personas,
para 8 personas la racion es mayor ( pensemos que es agua para 4 dias)
Luego la correspondencia entre las dos magnitudes son inversamente
proporcionales. Asi:
10 _x x:10X6:7.5 = X = 7.5Litros
8 6 8
Al plantear la segunda proporcion aparece como dato, x = 7.5Litros hallado
en la primera proporcion
> DIAS RACION DIARIA
EN LITROS
4 7.5 B
6 X

Razonamiento: si 8 personas tienen racion diaria de 7.5 litros de agua,
para cuatro dias, entonces para 6 dias la racion de agua disminuye.
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Luego la correspondencia entre las dos magnitudes son inversamente
Proporcionales. Asi:

7.5 6

olh

La racion diaria de agua para las 8 personas, en sus 6 dias de excursion
debe ser de 5 Litros

4. Un depdsito de 300 litros de capacidad se llena en 9 horas con un grifo de
5cm? de seccion. Un deposito de 500 litros, con un grifo de 3cm? de

seccion,¢Cuanto tiempo tardara en llenarse?

Solucién: Analisis: 5001 de Capacidad

3001 de Capacidad

e == ——==—7 —= ,
d 4
7
7/

1
1
' :
1 Grifo @ 5cm? de Segefo o i
:
1
1
1

Lo llenaen Lo llenaen
9h xh
LITROS DE SECCION TIEMPO
CAPACIDAD cm? HORAS

300 5 9
500 3 X

Consideremos las dos siguientes reglas de tres simples:

>
LITROS DE
CAPACIDAD|  TIEMPO
300 9 4
500 X

Razonamiento: Si para llenar un tanque con capacidad de 300 litros se
necesitan 9 horas, para un tanque con capacidad de 500 litros, se necesita
mas tiempo. (Pensemos que es para un grifo con seccién de 5cm?)

Por lo tanto esta nueva relacion es directamente proporcional. Luego se

tiene:
@=g = x=500X9=15 = x =15horas
500 X 300
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Al plantear la segunda proporcion aparece como dato, x =15horas hallado
en la primera proporcion

> SECCION TIEMPO
cm? HORAS

5 15
— +

Razonamiento: si para llenar un tanque con capacidad de 500 litros y con
un grifo de 5cm* de seccidn, se demora 15 horas, teniendo un grifo de

3cm?, se va a demorar mas tiempo. Luego estas dos magnitudes son
inversamente proporcionales.

X

15 3

= =

w| o

Para llenar un tanque con capacidad de 500 litros, con un grifo de seccidn
de 3cm?se necesitan de 25horas .

5. Un caminante ha recorrido 120 kildbmetros, andando 8 horas diarias durante
5 dias. ¢Cuéantas horas diarias tendria que caminar para recorrer 192
kildmetros en 12 dias?

Solucion: Analisis D I
DISTANCIA EN DIAS HORAS
KILOMETROS DIARIAS
192 5
x==2£«> 8-533H 120 > 8
120 12 192 12 X

Consideremos las dos siguientes reglas de tres simples:
>

DISTANCIAEN HORAS
KILOMETROS DIARIAS

120 8 +
192 X

Razonamiento: Si se recorre una distancia de 120 kilémetros en 5 dias
Caminando 8 horas diarias, Para recorrer 192 kildmetros, va a necesitar
maés horas de caminata. (Asumamos que lo hace en 5 dias).Asi esta
relacion es directamente proporcional
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120 8 _  _192x8_,.9 x =12.8horas
192 x 120

Al plantear la segunda proporcion aparece como dato, x =12.8horas hallado
en la primera proporcién

HORAS
RIZS DIARIAS

+ 5 12.8 -
12 X
Razonamiento: Si para recorrer 192 kildmetros, en 5 dias, se necesita

caminar 12.8 horas diarias, entonces para 12 dias se necesitara menos
horas diarias de caminata. Luego estas dos magnitudes son inversamente

proporcionales. Asi:
x =5.33h

Para recorrer una distancia de 192 kilometros en 12 dias, tendra que
caminar 5.33h horas diarias.

5x12.8 16
= X= ==
12 12.8 12 3

6. En 25 dias, 18 obreros que trabajan 4 horas diarias, han pavimentado 280
metros de carretera . Si diez personas trabajan 8 horas diarias, ¢En cuanto
tiempo pavimentaran 500 metros de carretera?.

Solucién: Analisis | | D
HORAS
PERSONAS | DIARIAS DE é"AEFISSTSEgi DIAS
TRABAJO
18 4 280 25
10 8 500 X

Consideremos las tres siguientes reglas de tres simples:

>
PERSONAS DIAS x:gxix@x 25 =40.18 Dias
10 8 280
_@ 18 25 .
10 X

Razonamiento: Si 18 obreros que trabajan 4 horas diarias, han

pavimentado 280 metros de carretera, en 25 dias,10 personas lo harén en
mas dias ( el mismo trabajo). Vemos que estas dos magnitudes son
inversamente proporcionales, entonces se tiene:
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B_x _ _18x25_ o X = 45 Dias
10 25 10

Al plantear la segunda proporcion aparece como dato, x = 45Dias hallado
en la primera proporcion

HORAS DIARAS
DE TRABAJO DIAS

+@ 4 45 -
8 X
Razonamiento: Si 10 obreros trabajando 4 horas diarias, pavimentan una

carretera en 45 dias, trabajando 8 horas diarias, se demoraran menos dias.
Por lo tanto las dos magnitudes son inversamente proporcionales.

A_X L B s X = 22.5 Dias
8 45 8

Al plantear la tercera proporcion aparece como dato, x = 22.5Dias hallado
en la segunda proporcién

METROS DE
CARRETERA BIgS

‘g 280 22.5 N
500 X

Razonamiento: Si 100breros pavimentan una carretera de 280 metros en

22.5 dias trabajando 8 horas diarias, 500 metros de carretera se van a

demorar mas dias. Luego esta relacion es directamente proporcional. Por
lo tanto:

20_225 2299004045 = |- 4018 Dias
500 X 280

Diez obreros trabajando 8 horas diarias, pavimentan 500 metros de
carretera en 40 dias, cuatro horas y 19.2 minutos

7 Para construir una piscina de 400 KI de capacidad, 10 obreros que
trabajaron 8 horas diarias, tardaron 60 dias. ¢Cuantos dias tardaran 6 de
estos obreros, trabajando 6 horas diarias, para construir una piscina de
300 Kl
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Solucién: Analisis; D

CAPACIDAD HORAS
EN KI OBREROS DIARIAS DIAS
400 10 8 60
300 6 6 X
Consideremos las tres siguientes reglas de tres simple:
CAPAC}I(EI)AD EN DIAS
300 10 8
400 60 - X =——x—x—x60=100
400
300 X

¢

Razonamiento: Si para construir una piscina de 400 KI de capacidad, 10
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obreros que trabajaron 8 horas diarias, tardaron 60 dias, para construir una
piscina de 300 KI de capacidad se demoraran menos dias. Por lo tanto esta
relacion de magnitudes es directamente proporcional.

Al plantear la segunda proporcion aparece como dato, x = 45Dias hallado

400 _60
300 X

en la primera proporcion

300 x 60
X = =

400

€

OBREROS DIAS
10 45
6 X

®+

Razonamiento: si para construir una piscina con una capacidad de 300 KI,
10 Obreros necesitaron 45 dias, 6 obreros necesitaran mas dias.
(Suponemos que trabajan 8horas diarias).Las magnitudes son inversamente
proporcionales. Asi:

10x 45

en la segunda proporcién

6

Al plantear la tercera proporcion aparece como dato, x = 75Dias hallado
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HORAS DIARIAS DIAS

_@ 8 75 4
6 X

Razonamiento: si 6 obreros, trabajando 8 horas diarias, hacen una piscina

con capacidad de 300 KI, trabajando 6 diarias se demoran mas tiempo. las
magnitudes son inversamente proporcionales .

X o 28D 100 off x=100Dias
75 6

Seis obreros, trabajando 6 horas diarias, construyen una piscina de 300 Kl ,
en 100 Dias .

o | o

1.7.2 ESQUEMA GENERAL PARA PROBLEMAS DE
REGLA DE TRES SIMPLE Y COMPUESTA

El planteamiento de un problema de regla de tres simple compuesta, directa,
0 inversa 0 mixta se puede manejar asi:

A B C
a c e
b d X

Al comparar las magnitudes A, B con C (incdgnita) y se tiene las siguientes
posibilidades entonces:

A y C inversa
B y C inversa

A y C Directa
B y C inversa

Nota: Si la relacion la cual esta usted comparando con la incognita es directa,
entonces se invierte esta fraccion.

I I D
A B C D
a C e
b D f X
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Al comparar las magnitudes A,B,C con D (incognita) y se tiene las

siguientes posibilidades entonces:
A y D inversa

B y D inversa

C y D directa

Nota: Podriamos seguir buscando mas combinaciones, pero con este ejemplo,
se manejan de forma similar los demas.

Ejemplo:

Ocho obreros cavan una zanja de 24 metros de largo por 2 metros de ancho y
2 metros de profundidad en 12 dias. ¢Cuantos obreros con la misma rapidez y
habilidad serian necesarios para cavar otra zanja de 18 metros de largo por 3
metros de ancho y 4 metros de profundidad en 8 dias?

Solucién: Analisis:

D D D I
RGO CHO PRAEUNDIDAD DIAS OPREROS
< e ¢
h% 4 h% v
24 2 2 12 8
18 3 4 8 X

Razonamiento 1: Si 8 obreros cavan una zanja de 24 metros de largo,
entonces 18 metros de largo lo hardn menos obreros. Asi estas dos relaciones
son directamente proporcionales

Razonamiento 2: Si 8 obreros cavan una zanja de 2 metros de ancho,
entonces para cavar otra zanja de 3 metros de ancho va a necesitar mas
hombres. Asi estas dos relaciones son directamente proporcionales

Razonamiento 3: Si 8 obreros cavan una zanja de 2 metros de profundidad,
entonces para cavar una zanja de 4 metros de profundidad, van a necesitar
mas hombres. Asi estas dos relaciones son directamente proporcionales.

Razonamiento 4: Si 8 obreros hacen un trabajo en 12 dias, entonces en 8

dias, lo deben hacer teniendo mas obreros. Asi estas dos relaciones son
inversamente proporcionales.

X:Ex§x£x2x8:27 — Se necesitan de || x = 27 Obreros
24 2 2 8
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TALLER 1.7

1.

Se emplean 12 hombres durante 6 dias para cavar una zanja de 30 metros
de largo, 8 metros de ancho y 4 metros de alto, trabajando 6 horas diarias.
Si se emplea doble numero de de hombres durante 5 dias, para cavar otra
zanja de 20 metros de largo, 12 metros de ancho y 3 metros de alto,

¢Cuantas horas diarias han trabajado? Rta 2% hd

Cuatro hombres han construido 40 metros de una pared en 24 dias.
¢Cuantos metros de la misma obra haran 6 hombres en 18 dias trabajando
con la misma rapidez y habilidad? Rta 45 m

Doce hombres tardan 10 dias en cavar una zanja de 2 metros de
profundidad. ¢(Cuantos hombres serian necesarios para cavar otra zanja
semejante de 3 metros de profundidad en 20 dias? Rta 9 hombres

Una familia de 5 personas se alojo en una pension durante una semana y
pago $3150 (dolares) ¢Cuénto pagé otra familia de 8 personas que estuvo
alojada en la misma pension durante dos semanas? Rta $10080

Si 4 alumnos de tu salon de clase durante 80 dias escolares gastan en
promedio 6 pares de zapatos de igual marca, ¢(Cuantos pares de estos
zapatos gastara el grupo de 40 alumnos durante 196 dias del afio escolar?
Rta 147 pares

En una fabrica 6 maquinas iguales producen en 3 horas 900 tuercas.
¢ Cuantas tuercas produciran 12 de tales maquinas en 5 horas? Rta 3000

Para construir 5 apartamentos iguales en 45 dias hacen falta 80 albafiiles.
¢ Cuantos albafiles se necesitan para construir 8 apartamentos en 60 dias?
Rta 96 albariiles

En un galpén 20 gallinas producen 190 huevos en 12 dias. ¢Cuantos
huevos producen 30 gallinas en 48 dias?

Un motor extrae de una piscina 3600 litros de agua en 3 horas. ¢cuantos
litros de agua pueden extraer 4 motores iguales al primero en 5 horas?

10.Si 5 conejos comen 5 zanahorias en 5 minutos, ¢Cuantos conejos comen

10 zanahorias en 10 minutos?

11.Una persona lee un libro de 1000 paginas en 20 dias leyendo diariamente

30 minutos. Si desea leer otro libro de 1200 paginas en 25 dias ¢Cuantos
minutos debe leer diariamente?



56

12.Dieciséis nifios gastan 40 libretas de 30 hojas cada una. ¢Cuantas libretas
de 25 hojas gastaran 20 nifios en la misma actividad?

13.Para mantener 12 caballos durante 20 dias, se necesitan 5kg de alimento.

¢ Cuantos kilos de alimento se necesitan para mantener 15 caballos durante
40 dias?

14.Con 14 rollos de papel se ha cubierto la pared de un pasillo de 16 metros de
largo y 3 metros de alto, ¢cual sera la longitud de la pared del pasillo de
otra casa cuya altura es de 3.5 metros, si se ha cubierto con 12 rollos del
mismo papel?

15.Para descargar 15 bultos,5 hombres han tardado media hora. ¢Cuanto
tiempo tardaran 3 hombres para descargar 36 bultos?

16.Seis profesores gastan en 10 clases de matematicas 100 tizas. ¢Cuantas
tizas debe comprar el colegio para sus 12 profesores de matematicas si
dictan 5952 clases durante el afio escolar? Rta 119040 tizas

17.Un deposito puede proporcionar 8 galones de agua diariamente a 50
personas durante 2 meses. ¢cuantos galones diarios proporcionara a

40 personas durante una semana? Rta 5% galones

18.Con 40 bultos de un concentrado de 50kg, se pueden alimentar a 30

animales durante 35¢cuantos animales podemos alimentar durante 15 dias
con 60 bultos de 40 kg del mismo concentrado? Rta 84

19.Cincuenta hombres tienen provisiones para 20dias a razon de 3 raciones
diarias. Si las raciones se disminuyen de % y se aumentan 10 hombres,

¢ Cuantos dias duraran los viveres? Rta 25 dias

20.Treinta hombres se comprometen a hacer una obra en 15 dias. Al cabo de 9
dias solo han hecho los 1—31 de la obra. Si el capataz refuerza la cuadrilla

con 42 hombres, ¢podran terminar la obra en el tiempo fijado o no, y si no
es posible, cuantos dias mas necesitaran? Rt no, 4 dias, mas.

21.para construir dos habitaciones se emplearon 18000 ladrillos de 24 cm por
6cm. ¢ Cuéntos ladrillos de 18 cm por 3cm se emplearan para construir 3
habitaciones de las mismas dimensiones de las anteriores? Rta 72000l
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22.Dos ciclistas parten uno de A hacia B y el otro de B hacia A. Con la
misma rapidez. Cuando se encuentran el primero lleva 21 horas de

recorrido y el segundo 3% horas. ;Cuantos kildmetros recorrio cada uno si
la distancia entre A 'y B es de 115km?

23.Con dos gramos de oro se han podido hacer 34 metros de hilo de un
diametro determinado. ;Cuantos gramos de oro seran necesarios para
obtener 85 metros del mismo diametro?

24.Un deposito puede suministrar 12 litros diarios de agua para 25 familias
durante 150 dias ¢Cudantos litros diarios podrd suministrar a 40 familias
durante 200 dias?

25.Un capataz contrata una obra que debe comenzarla el dia 1 de junio y
terminarla el 5 de julio. El dia 1 de junio pone a trabajar a 20 hombres, los
cuales trabajan hasta el dia 14 inclusive a razon de 6 horas diarias. Ese dia
el propietario le dice que necesita la obra terminada el 24 de junio.
Entonces, a partir del dia 15, coloca mas obreros, se trabajan 9 horas
diarias en vez de 6 Yy logra complacer al propietario.;cuantos obreros
aumento el capataz a partir del dia 15?

26.Diez hombres se comprometieron a realizar en 24 dias cierta obra.
Trabajando 6 dias a razon de 8 horas diarias. Entonces se les pidié que
acabaran la obra 8 dias antes del plazo que se les dio al principio. Se
colocaron mas obreros, trabajaron todos 12 horas diarias y terminaron la
obra en el plazo pedido. ¢cuantos obreros se aumentaron? Rta 2 obreros

27.Para instalar una red eléctrica de 1600 metros se emplean 5 obreros
trabajando 8 horas diarias durante 4 dias, ¢Cuantas horas diarias deben
trabajar 15 obreros durante 8 dias para instalar 8000 metros de la misma
red?

28.Para construir una zanja de 200metros de largo, por 1.80 metros de
profundidad y 0.80 metros de ancho, 48 obreros gastaron 30 dias,
¢Cuantos dias gastaran 60 obreros para construir una zanja de 300 metros
de largo, 2 metros de profundidad y 0.80 metros de ancho, pero con una
dificultad triple a la anterior? Rta 120 dias

29.En 10dias un hombre recorre 112km a razon de 5 horas diarias de marcha.
¢Cual sera la distancia que recorrera en zsdias a razon de 54 dias de marcha

diaria, si disminuye su marcha de %? Rta 80.85 km
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1.8 REPARTOS PROPORCIONALES

En la vida diaria se presentan situaciones en las cuales es preciso repartir una
cantidad determinada entre varias personas (0 cosas) en partes proporcionales
a una determinada cualidad: Tiempo, longitud, orden determinado etc. Estas
situaciones originan problemas matematicos que se conocen con el nombre de
repartos proporcionales.

1.8.1 REPARTO DIRECTO.

Consideremos el problema de repartir la cantidad A en partes directamente
proporcionales a los numeros a,b, c

Necesitamos repartir A en partes x,y,z que formen con a,b,c razones
iguales:

x_y_z con x+y+z=A
a b c

Si aplicamos a esta serie de razones iguales la propiedad fundamental,
tenemos:

X+y+z _Xx_y_ 1z 0 X+y+z X X+Yy+2
a+b+c a b ¢ ' a+b+c a ' a+b+c

X+y+z 2z

a+b+c ¢

_p
b

De esta igualdades se despejan los valores de x,y,z.

Ejemplo: Entre Diana, Erika y Vanessa compran una Boleta para la rifa de
$7200.000. Diana aporto $12 , Erika $18 y Vanessa $15. Si ganan la rifa,

¢ Cuanto corresponde a cada una?

Veamos, la persona que aporta mas debe ganar mas, asi los $7200.000 deben
repartiese proporcionalmente a lo aportado por cada una, esto es la razon entre
la ganancia y el aporte debe ser igual para todas. Entonces, si la ganancia de
Dianaes D , lade Erikaes E y lade Vanesaes V , tenemos:

2_E_Y ycomo D+E+V=7200000 , entonces
12 18 15

Aplicando la propiedad fundamental de una serie de razones iguales,
obtenemos: (Propiedad (7))

D+E+V _R D+E+V _E D+E+V _i
12+18+15 12 " 12+18+15 18 ' 12+18+15 15
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Como D+ E+V =7200000 se tiene:

7200000 D 7200000 E 7200000 V.
45 12 45 18 45 15

Y de las tres Gltimas calculamos D, E,V
D =1920000 E =2 880000 , V =2 400000
A Diana le corresponde $1920000 , Erika $2 880000 y Vanessa $2 400000

Ejemplo: Tres obreros emprenden un trabajo en comun. Si se sabe que
reciben por el mismo $60000 y que han trabajado respectivamente 2,3 y 5
horas, ¢Cuanto le corresponde a cada uno?

Solucion:

Logicamente el reparto no debe efectuarse en partes iguales, sino en
proporcion a las horas de trabajo de cada uno.

Llamando a,b y c¢ lo que recibe cada obrero. Debe cumplirse que:

a_b_c a+b+c_a_b_C Gando atbec=$60000
2 3 5 243+5 2 3 5
Esdecir 09990 _a_b_C 5 g2 P_C
10 2 3 5 2 3 5
Asi se tiene:

6000 = % Luego a = 12000
6000 = % Luego b =18000

6000 = % Luego ¢ = 30000

A los obreros le corresponden $12000 , $18000 y $30000 respectivamente.
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Ejemplo: Cuatro tecnélogos en obras civiles han formado una sociedad
aportando: el primero $5'000.000; el sequndo $7'000.000 ; el tercero $8'000.000 Y

el cuarto $12'000.000. Al final del afio los beneficios obtenidos son de
64'000.000 ¢Cuanto correspondera a cada uno?

Solucién:

Sean a,b,c,d los beneficios obtenidos por los cuatro tecnologos
respectivamente; el reparto es directamente proporcional a los aportes de
capital, luego:

a_b_c_d : atbterd a_b_c_d siendo a+b+c+d =$64
5 7 8 12 5+7+8+12 5 7 8 12

Dado en millones de pesos.

Es decir

64_a_b_c_d ,_a_b_c_d

2 5 7 8 12 5 7 8 12

Asi se tiene:
a b

2= 5 Luego || a=10 , 2= - Luego b=14
c d

2=— Luego [Jc=16 : 2=—  Luego
8 12

Los beneficios son respectivamente $10,$14,$16 y $24 millones de pesos
respectivamente

Este es un ejemplo de una aplicacion de los repartos proporcionales llamada:
Regla de compafia. Si varios socios forman un negocio, aportando diversas
cantidades de dinero, los beneficios se reparten proporcionalmente a sus
aportes.

La regla de compariia o reparto proporcional de pérdida o ganancia presenta
varios casos:

a) Que todos los socios aporten la misma cantidad de dinero durante el mismo
tiempo. En este caso la cantidad que corresponde a cada uno se obtiene
dividiendo las ganancias (o perdidas) entre el numero de socios.
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Ejemplo: Cuatro personas aportan 4'000.000 cada una para instalar un negocio
y al cabo de 10 meses se obtiene un beneficio de 2'400.000¢Cuanto
corresponde a cada socio del beneficio obtenido?

Solucion:

Cantidad del beneficio que corresponde a cada uno esta dado por.

2400.000 _ $600.000

b) Que los socios aporten igual capital en diferentes tiempos. En este caso, se
realiza un reparto proporcional al tiempo durante el cual cada socio aportd
su dinero

Ejemplo: Cuatro ingenieros civiles aportan de a $5'000.000 para iniciar un
negocio. A retira su capital a los dos mesesy B a los seis meses. Si al
cabo de un afio se obtiene un beneficio de $12°000.000 ;¢ Cuanto
correspondera a cada uno ?

Solucion: El beneficio se reparte en forma directamente proporcional al
tiempo. Luego:
Sean a,b,c,d los beneficios de los ingenieros civiles respectivamente

c i a+b+c+d

=—= ) £=i con a+b+c+d=12
12 12 2+6+12+12

12 12

_b _b_
6 6

N |

a
2

Dado en millones de pesos y el tiempo en meses. Luego

122_a_b_c¢_d  Asisetiene:

32 2 6 12 12

12_2  entonces a=12X2_3_g75
32 2 32 4

E:E entonces b=:L2><6 :g=2.25 = b=225
32 6 322 4

12_c entonces c:12X12 =9=4_5 = c=45
32 12 32 2

12_4d entonces d _12x12 :2:4.5 = d=45
32 12 32 2

O sea, A recibe $750.000, B $2250.000 y C y D $4'500.000
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c) Que los socios aporten capitales distintos durante diferente tiempo. En este
caso, se hace un reparto proporcional al producto del capital aportado por
el tiempo de imposicion del mismo.

Ejemplo: Tres socios invierten en una empresa los siguientes capitales: el
Primero $3'000.000 durante seis meses, el segundo, $2'500.000 durante
ocho meses y el tercero 1000.000 durante nueve meses. Si la empresa deja
una utilidad de $1750.000,¢Cuanto corresponde a cada socio de la utilidad
obtenida?

Solucion: El reparto se efectta en forma directamente proporcional al
numero comercial (Capital por tiempo)

Socio Numero comercial Utilidad
1 6 x 3°000.000 = 18'000.000 X
2 8x2500.000 = 20'000.000 y
3 9x1°000.000 = 9'000.000 + z

Luego: X _Y_ Xry+rz X _Y _Z ¢op X+y+z=175

Z
18 20 9 ' 18+20+9 18 20 9

Dado en millones de pesos. Luego.

I o x_y_z 0 Lo _x_y_z
18+20+9 18 20 9 47 18 20 9
Asi se tiene:

175 _ X entonces x= 218 _ger X = 0.67
47 18 47

L75_ Y entonces y = L75x20 26 y=0.75
47 20 47

175 _ entonces

47 9 47

A cada socio le corresponde: Socio 1:$670.000 , Socio 2:$750.000 y el  socio
3:$330.000
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1.8.2 REPARTOS PROPORCIONALES INVERSOS.

Efectuar un reparto proporcional inverso de una cantidad A a los nimeros
a,b, c, equivale a repartir dicha cantidad en partes directamente

: : 111 .
proporcionales a los inversos =, Ey = de los nimeros dados.
a C

con x+y+z=A

Si aplicamos a esta serie de razones iguales la propiedad fundamental,
tenemos:

X+y+z X _y_z 0 A _ X A _y
11 1 1 1 111 1 "1 11 1
-+ - = = —F+—+—- - —+—+— =
b ¢ a b ¢ a b c a a b ¢ b

A 2

1 1 1 1

a b ¢ ¢

De esta igualdades se despejan los valores de x,y,z.

Ejemplo

Se venden tres carros usados por un valor total de $69'.000.000, sabiendo que
llevan 4,6 y 8 afios de uso, respectivamente, y que el precio de cada vehiculo
se valora en razon de los afios de servicio. ¢ Cuanto vale cada uno de ellos?

Solucion: Logicamente en este caso los precios correspondientes a cada
vehiculo estaran en razon inversa a los afios de uso. Es decir a més afios de uso

menos precio.
Si designamos por x,y Yy z los precios de cada carro, entonces:

Con x+y+z=69.000.000
Es decir, se trata de repartir $69'.000.000 en partes directamente proporcionales

a los inversos respectivos de 4,6 y 8. Por lo tanto Si aplicamos a esta serie
de razones iguales la propiedad fundamental, tenemos:



X+y+z X
1 1
6 4

X+y+z _y

1 1 1
6 6

X+y+z _z

1 1 1 1

8 8

_X_y_Z
1 1 11 1 0
6 4 6 8
69'.000.000 x
entonces T = I
24 4
= 69°.000.000 x 24
13x4
69'.000.000 'y
entonces T— 1
24 6
~69°.000.000x 24
13x6
69'.000.000 z
entonces T = I
24 8

~69°.000.000 x 24
13x8

= 4x

64

Recuerde :mcm{4,6,8 } = 24
1 1 1 6+4+3

46 8 24

~69°.000.000 x 24
13

X =31846153.85

~69°.000.000x 24

= 06y 13

y = 21230769.23

~69°.000.000 x 24
13

z =15923076.92

= 8z

]
24

Los precios de los vehiculos son respectivamente $31846153.85 , $21230769.23

y $15923076.92
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TALLER 1.8

En cada uno de los siguientes problemas, el alumno debe dar la razon de
cada uno de los pasos dados para obtener la solucion
1. Repartir 136 m en tres partes directamente proporcionales a los nimeros
3 5
a3
2. En una clase de 30 alumnos hay 12 nifios que saben nadar y 18 que no. Si
se mantiene la proporcion en todo el colegio , que tiene 900 alumnos,
¢ Cuantos saben nadar y cuantos no?

3. Entre tres familias compran un terreno de 12000 m*. La primera familia
3000 m*, la segunda 4000 m* y la tercera 5000m?*. Si el pago total fue
$57600000, ¢ Cuanto pago cada familia?

4. Erika y Vanessa reciben entre ambas $1800000, después de realizar un

trabajo. Si Erika trabajo 4 dias, Vanesa 5 dias Yy el sueldo es proporcional
a los dias trabajados, ¢ Cuanto dinero corresponde a cada una?

5. Repartir 222 litros en tres partes directamente proporcionales a los nimeros
21y

6. En una sociedad de ingenieros se ha hecho un reparto de beneficios; se sabe
que los aportes de los socios han sido $5000000 , $6000000 y $3500000 Yy
que a este ultimo le han correspondido $1050000 de beneficio.

¢Cuanto les corresponde a cada uno de los otros dos?

7. Tres agricultores han cultivado un campo, recibiendo por ello $520000;

sabiendo que uno de ellos trabajo 15 dias ; otro 12 dias y el tercero 25dias
¢Cuanto le corresponde a cada uno?

8. Repartir $400000 en partes inversamente proporcionales al orden de llegada
a la meta de tres ciclistas ¢Cuanto le corresponde a cada uno? |

9. Repartir una herencia de $5000000entre cuatro herederos en partes
inversamente proporcionales a sus edades: 5,10,15 y 20 afios. |

10.Se ha repartido una cantidad en partes inversamente proporcionales a los

nimeros 2,% y %. Sabiendo que a la dltima parte le ha correspondido
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270, ¢Qué cantidad se ha repartido? ¢;Cuanto ha correspondido a cada una
de las otras dos? |
11.Se desea repartir una gratificacion de puntualidad, consistente en $235000

entre tres empleados de una constructora. Sabiendo que han tenido 3,5 y 4
retardos, respectivamente, ;Como debe efectuarse el reparto? |

12.Las medidas de los angulos interiores de un triangulo ABC son
directamente proporcionales a 2,4 y 6, ¢Cudles son las medidas de sus

angulos interiores?

13.Cuatro personas deciden instalar un transformador para electrificar sus
respectivas residencias, y acuerdan aportar el dinero en forma proporcional
a la distancia en metros que separa sus residencias del punto de instalacion
del transformador. Si las residencias se encuentran situadas a 60,80,100 y
200m respectivamente, ¢Cuanto debe aportar cada uno de ellos si el

transformador instalado tiene un precio de $12800000 7

14.Una competencia consiste en recorrer una distancia fija en el menor tiempo
posible. Si los mejores tiempos registrados por tres atletas diferentes fueron
10,12 y 12 segundos, Y si los premios se distribuyen proporcionalmente al

tiempo empleado,;Cuanto dinero recibe cada atleta, si la cantidad total
disponible para la premiacion es de $4000000

15.Dos Tecnologos en obras civiles A y B colocan el mismo capital en un
negocio, el primero durante 6 meses y el segundo durante 10 meses. Hubo
una ganancia de $1'248.000 ; Cuanto corresponde a cada uno?

16.Dos Ingenieros en tecnologia forman una sociedad del siguiente modo. A
invierte $2'000.000 durante 12 meses y B aporta $3000.000 durante 8

meses. Al final del afio el negocio ha dado 2500.000 de ganancia ¢Cuanto
corresponde a cada uno?

17.Para establecer un negocio tres socios (A,B,C) aportan el siguiente
capital: A $4'000.000, B $2'000.000 y C $1500.000. Despues de un afio de

funcionamiento encuentran que el negocio tiene una perdida de
$750.000 ¢,cuanto pierde cada socio?

18.Un negocio quiebra y que una deuda de $8000.000.los tres socios de dicho

negocio acuerdan pagar la deuda de manera que el que aporto mas cantidad
de dinero pague una parte menor en proporcién a la deuda. Si los aportes de



67

cada socio para establecer el negocio fueron de $6'000.000 , $3500.000, y
$1'500.000 ¢, cuanto debera pagar cada socio?

1.9 TANTO POR CIENTO

1.9.1 TANTO POR CIENTO O PORCENTAJE

Una de las aplicaciones maés frecuentes de la proporcionalidad es el calculo de
tanto por ciento o porcentaje. Los problemas que trataremos tienen que ver con
aplicaciones de regla de tres simple o compuesta.

El concepto de tanto por ciento (%) o porcentaje esta intimamente ligado
con el de razén. Llamamos tanto por ciento de un nimero @, una o varias de

las cien partes iguales en que se puede dividir el nimero a.

Ejemplos

> El 12% de 70, equivale a doce centésimas partes [%} de 70, es decir, que

70 se divide en 100 partes iguales y de ellas tomamos 12. 70x% =8.4

> De 900 estudiantes de un liceo hay 48 ausentes.

a) ¢Cudl es el porcentaje de estudiantes ausentes?
b) ¢ Cuantos hay ausentes por cada 100?

Solucion: El total de estudiantes, equivale al 100%.El enunciado

corresponde a un problema de regla de tres simple directa, entonces
tomamos la siguiente proporcion:

900 48 48x100
a) - = X=

100 x 900
b) Hay 5 estudiantes aproximadamente por cada 100

=52 % . Porcentaje de estudiantes ausentes

> Si 6 de cada 15 alumnos de un colegio son mujeres, ¢cuantos de cada 100
alumnos son mujeres?
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ALUMNOS

MUJERES

15

6

100

X

El enunciado corresponde a un problema de regla de tres simple directa,
entonces tomamos la siguiente proporcion:

56 800y ol x= 20Mujeres
100 x 15

De cada 100alumno de un colegio 40 son mujeres. O el
alumnos del colegio son mujeres.

40% de los

Si a una reunion de padres de familia faltan 8 de cada 40 padres de familia,
¢cuantos de cada 100 padres de familia faltan al la reunion?

Solucion: Como el enunciado corresponde a un problema de regla de tres
simple directa, entonces:

PADRES DE 40 8

FALTAN
FAMILIA w0y = 8x100 _ o,
40 8 40
100 X

Luego, falto el 20 por ciento (20% ) de los padres de familia a la reunion.

De acuerdo con los ejemplos anteriores podemos decir:

Decir que un nimero a es el x% de un namero b significa que la razon
entre a y b esigual a larazén entre t y 100, 0 sea :

a__x

b 100
. ... 6 40
Asi, 6 esel 40% de 15 , significa: —=—
15 100
8 20

8 esel 20% de 40, significaque: —=-—
40 100
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Ejemplos: ¢cual es el 40 % de 1807

Solucion: X -20 _ ,_180x40
180 100 100

=72. Luego el 40% de 180 es 72
Ejemplos: hallemos el x % de un nimero n

., ?
Solucion., =2 =

Para calcular el tanto por ciento (x%) de un numero de una cantidad n, se
multiplica la cantidad n por X y el resultado se divide por 100

(1)

Ejemplo: ¢de que numero es 35el 7% ?
Solucion:
Como el enunciado corresponde a un problema de regla de tres simple directa,

entonces:
NUMERO | PORCIENTO | 35 7
B -
35 7 x 100

X 100

Luego 35 es el 7% de 500
Ejemplo: ¢ Qué tanto por ciento de 8400 es 4207

Solucién:
Como el enunciado corresponde a un problema de regla de tres simple directa,

NUMERO | PORCIENTO | 8400 100

— = Xx=5
420 X

8400 100
420 X

Entonces, 420 es el 5%de 8400

Ejemplo: el 30% de los colombianos casados equivale a 45732 ;Cuantos
colombianos casados hay en total?
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Solucidn: El namero x o total de casados en toda Colombia es el 100%. El
30% de ellos equivale a 45732 personas. Luego se tiene:

30 45732 x 45732 _  _ 45732x100
100 x 100 30 30

=152440

Luego el total de persona casados en Colombia es 152440 personas

Ejemplo EI 25% de un nimero x es 400. Hallar el niUmero x

Solucion: 2> =400, _400x100 _,hy o I x =1600
100 X 25

Ejemplo: la produccion total de café en una finca fue 6200kg. Al vender el
café se encontrd que tenia un 12% de pasilla. ;Cuantos kg de pasilla contiene
la produccion?

Solucién: Debemos encontrar el 12% de la produccién total
nxx

100
— 12% de 6200 kg = % = 744 kg

Aplicando(1): x%den=

La produccidn contenia 744kg de pasilla
Ejemplo Hallemos el 20 % del 5%de 400

Solucion: Calculemos primero el 5% de 400

- nxXx
Aplicando(1): x%den=——
p (1) 0 100
_. 5% de 400= 290%5 _ 54
100
Ahora;
20% de 20= 2920 _ 4

Luego, 20% (5% de 400) =4

Ejemplo
¢Que porcentaje representa el numero de $1800 hecho a un articulo que tenia
un precio de $300007?
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Solucién: El concepto de porcentaje nos indica que debemos hallar el aumento
realizado por cada $100 del valor del articulo. El enunciado plantea la siguiente

correspondencia.

$30000 = 1800
$100 = t

Por ser regla de tres simple directa, se tiene:

1800 't . 1800x100 _

= =
30000 100 30000

Lo cual expresa que el aumento fue de $6 por cada $100. Luego, el precio del
articulo se aumento en un 6 %

1.9.2 PORCENTAJES ESPECIALES

a) TANTO POR CIENTO MAS

Ejemplo: Si una propiedad raiz tiene un precio que corresponde al
20% mas de otra propiedad cuyo precio es de $50'000.000,¢Cual es el precio

de la primera propiedad?

Solucion: segun el enunciado, el precio de la primera propiedad
corresponde al 100% +20% del precio de la segunda propiedad. Luego, b

precio de la primera propiedad = 120% de $50'000.000

~50'000.000x120
100

=$60"000.000

Observemos que el 20% mas de la segunda propiedad corresponde a
$10'000.000

b) TANTO POR CIENTO MENOS

Ejemplo: Si una propiedad raiz tiene un precio que corresponde al 20%
menos de otra propiedad cuyo precio es de $50'000.000,¢Cual es el precio
de la primera propiedad?

Solucion: segun el enunciado, el precio de la primera propiedad
corresponde al 100% —20% del precio de la segunda propiedad. Luego,

precio de la primera propiedad = 80% de $50'000.000



_50'000.000 =80

- 100
Observemos que el 20% menos de la segunda propiedad corresponde a
$10'000.000 y el 20% mas de la primera propiedad corresponde a
$8'000.000

=$407000.000

72
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TALLER 1.9

» ¢De que numeroes 8 el 40% ?

> ¢Qué tanto por ciento de 840 es 427

> Hallael 35% de 42

> De 2000estudiantes de secundaria 800 son mayores de 15 afios. ¢Que
porcentaje es mayor de 15 afios? Rta 40 %

» En un examen de matematicas fue reprobado por 25 de los 40 estudiantes
de un grupo. ¢Que porcentaje aprobo el examen? Rta 37.5%

> Si dos de cada 5 alumnos del grupo tienen el texto de matematicas,¢Qué
porcentaje del grupo no disponen del texto?60%

> De 60 alumnos de un curso el 35% son mayores de 13 afos, ¢ Cuantos son
menores de 13 afos?

» Un alumno obtuvo 85en un examen y 78 en otro. Si el primero vale el
40 % de la notay el segundo el 60%, ¢Cual es su nota final?

> EIl gerente de una empresa gana $1700.000 mensuales; un obrero gana el
30 % del sueldo del gerente. Hallar el sueldo del obrero

» Escribir cada razon como porcentaje
a) 42 a 100 b) 8 a 400 C) 250 a 150 d) 35 a 50

> En la sociedad de ingenieros el 18 % del personal tiene un salario superior a
$2'500.000 mensuales. Si son 400 ingenieros, ¢Cuantos ganan menos de
$2'500.000 ?

» Un salario de $1500.000 mensuales le paga al estado el 36% de impuesto
sobre el sueldo mensual. ¢ Cuanto tendra que pagar en un afio?

» Averiguar en los siguientes numerales, que porcentaje es el segundo
respecto al primero.

a)860 Yy 129 b) 8400 y 147 C) 40 y 120 d)75 y 5
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Se dispone de 15 litros de solucion salina al 18% ¢Cuantos litros de sal hay
en la soluciéon? Rta

Juan debe $1200.000 y paga $420.000¢Qué porcentaje de la deuda inicial
queda debiendo?

Un padre de familia paga mensualmente $600.000 por concepto de alquiler.

Si el salario mensual es de 2'400.000 ¢Qué porcentaje de su salario dedica
mensualmente al pago de vivienda? Rta 25%

En un concurso de matematicas, Luis resolvidé 21 problemas sobre
25 propuestos, y José resolvid 24 sobre 30 propuestos, ¢Cual de los dos
concursantes resolvié un mayor porcentaje? Rta Luis

¢De que namero es 537.6 el 20 % mas? Rta 448

¢De que nimero es 1799.9 el 18 % menos? Rta 2195
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OBJETIVOS

Al finalizar el estudio y practica de esta unidad el estudiante de tecnologia

en obras civiles y cualquier otra ciencia afin, estaré en capacidad de:

1.

Leer el simbolismo, usar vocabulario y la notacién para expresar los
siguientes conjuntos numéricos: los naturales, los enteros, los racionales,
los irracionales y los reales

Aplicar las propiedades de las operaciones definidas en los reales.

Explicar en la recta numérica, la representacion de los conjuntos
N,Z,QyR.

Expresar cualquier numero racional como un decimal de infinitas cifras
periddicas

Expresar cualquier nimero racional dado en forma decimal, como una
fraccion irreducible

Diferenciar un nimero racional de un namero irracional.
Manejar la jerarquia de las operaciones en los reales
Manejar y operar con las propiedades de los exponentes

Interpretar la radicacion como un proceso inverso a la potenciacion y
efectuar productos y divisiones con expresiones que contienen radicales

10.Expresar un numero en notacion cientifica

11.Simplificar y racionalizar denominadores de expresiones con radicales que

incluyan nimeros y letras

12.Aplicar las propiedades de potenciacion y radicacion en la aplicacion de

problemas de la vida real o cotidiana
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2.0 CONJUNTO NUMERICO

NUMEROS REALES
Los nameros reales se emplean en todas las ramas de las matematicas y es
importante estar familiarizado con los simbolos que lo representan como

22
3, 25, —256, % J2 , 0, 8/-35 , 025252525..., 45.34

2.0.INUMEROS NATURALES:

El conjunto de los numeros naturales N={0,1,2,3,4..., }

Sirve para contar elementos de un conjunto y realizar operaciones como la
suma y la multiplicacion.

Este conjunto se representa en la semi-recta graduada

v

2.0.2 NUMEROS ENTEROS:
Es el conjunto de numeros formados por los
numeros naturales el cero y sus negativos, se denota por Z

Z=Z"uUN=Z u{0 juz*={..-3,-2,-1,0,1,2,3,... }

Observamos que los enteros tienen dos subconjuntos importantes: los enteros
positivos  z*={1,2,3,4... } y los enteros negativos z~ ={..-3,-2,-1 }

El conjunto de los numeros enteros nos permiten solucionar problemas que no
tienen respuesta en el conjunto de los numeros naturales.

Situaciones como: temperatura bajo cero, un estado de pérdidas, deudas,
saldos en rojo, latitudes sur, desplazamientos hacia la izquierda, etc., se
representan con nimeros negativos.
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Temperaturas sobre cero, afios después de cristo, depdsitos de dinero, nimero
de obreros, se expresan por medio de nUmeros enteros positivos.
Este conjunto se representa en la recta graduada:

v

...-9 -8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11...

2.0.3 NUMEROS RACIONALES:
Es un nimero real que puede expresarse en la

forma % en donde a y b son enteros 'y b = 0.Notaras que todo numero entero

a es un numero racional, puesto que se puede expresar en la forma a/1.
Los numeros racionales se pueden simbolizar como nameros fraccionarios o
como numeros decimales. Este conjunto se denota por la letra Q

Q ={%|a ,beZyb=0 }={...—5/1,% ,—2,—1,—0.5,0,0.3,%,2 ,3.55555...,4,5,6.1233... }

Este conjunto se representa en la recta graduada:

N

|

lw

|

o

|

lw

|

I~
|

[~
FN
Nk =
lw =
-
IS
N

Nota:
Decimales finitos: Son los que tienen un numero fijo de cifras decimales
Ejemplos 34.5 , 0.4467

Decimales infinitos: Son los que tienen un numero ilimitado de cifras
decimales Ejemplos 4.555555... y 0.4467...

2.0.3.1 NUMERO DECIMAL FINITO RACIONAL

Todo numero decimal finito es un namero racional, es decir se puede
expresar en la forma %

Ejemplo: Encontremos la FRACCION que corresponde al decimal
finito: 7.25
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Solucion: llamemos “x” la fraccion equivalente a  7.25

x=7.25 Multipliguemos ambos miembros por una potencia de 10, cuyo
exponente sea igual al numero de cifras decimales

10% - x=7.25x10°

100x=725= x= 725
100

El nimero ITZS’ se denomina Fraccidon Generatriz del decimal 7.25

En general para una expresion decimal finita de la forma: n,aa,a,...a, Se
puede escribir como fraccion asi:

nag,a,...a x10° naaa,...a

n,aa,a,...a =

10% 10*

Donde k es el numero de cifras decimales.

Ejemplos: Expresar como fraccion, los siguientes decimales finitos:

a7 475 _ 4175
10 1000

+ —oars 3315

10 10000
SV
10 10

2.0.3.2 DECIMALES INFINITOS

1. Un decimal infinito se llama periddico, si después de la coma y a partir de
cierto lugar, hay un grupo de cifras que se repite indefinidamente
2,33333... , 2334523523... , 0.23454545 ...
Son decimales periddicos

2. El grupo de cifras que se repite en un decimal periodico se llama
PERIODO

3. Se dice que es un decimal PERIODICO PURO , si el periodo aparece
inmediatamente después de la coma
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2,33333... , 5.454545 = 545

4. Se dice que es un decimal PERIODICO MIXTO, si el periodo no empieza
inmediatamente después de la coma, sino uno o varios lugares despues.
2334523523... , 3,26467467...=3,26467

Se acostumbra a sefialar con un arco (— ), el periodo que se repite en un
decimal periodico.

5. Un decimal infinito en el cual no hay un periodo que se repita, se llama
DECIMAL INFINITO NO PERIODICO.

3.2345334 ... , 3.141592...

CUADRO DE CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES

DECIMALES
DECIMALES I
| |
FINITOS INFINITOS
[ |
NO PERIODICOS PERIODICOS
[ |
PUROS MIXTOS

2.0.3.3NUMERO DECIMAL INFINITO RACIONAL
(PERIODICO)

Todo numero decimal infinito periddico es un numero racional, es decir
se puede expresar en la forma %.

1. Para una expresion decimal PERIODICA PURA.

a) Encontremos la FRACCION que corresponde al decimal: 7.25225...
Solucién: llamemos “Xx” la fraccion equivalente a  7.25

(1) x=7.25 Multipliquemos ambos miembros por una potencia de 10,
cuyo exponente sea igual al numero de cifras decimales
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102 - x=7.25x10?

(2) 100x = 72525 ('se corre la coma dos lugares)
X = 1

100x = 725,25
-x=7,25
99 x =718

Si determinamos (2)-(1) obtenemos:

El nUmero8, se denomina Fraccion Generatriz del decimal 7.2525...
99

Se observa que el denominador esta formado por tantos nueves como
cifras tiene el periodo

b) Expresar como una fraccion el decimal periédico puro 0.245245... = 0.245

-~/
Solucién: sea (1) x =0,245 Al multiplicar x por 10® (numero de cifras del
periodo), obtenemos :

10°x = 0,245 x10°
(2) 1000x = 245245

1000 x = 245, 245
Ahora (2)-(1): X

- X= 0,54\5
999x =245 =
Como x=0,245 entonces o,EE:E y 245 o 1a fraccion generatriz.

999 999

Observe que si la parte entera es 0 , el numerador es el periodo y el
denominador tiene también tantos nueves como cifras tiene el periodo.
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2.0.3.4ESQUEMA GENERAL PARA HALLAR LA FRACCION
GENERATRIZ DE UNA EXPRESION DECIMAL PERIODICA PURA

Si x es una expresion decimal periddica pura, entonces es de la forma:

X=N,a,8,a, 8,aa,3a...8,...=N,2,88,...4, (1)
Donde aa,a,...a, €s el periodo.

Si multiplicamos x por 10* (donde k es el nimero de cifras del periodo),
obtenemos:

10“x=n,aa,a,...a, x10"
(2) 10x=naa,a,...a ,aa,a,...a,

10x =na,a,a;...a,,a,a,a,...a,
—X=n,83,3,...3,

Si determinamos (2)-(1) obtenemos:

k
10“x—Xx=naa,a,...a, —n

x(10“ -1) =na,a,a,...a, — N =

na,a,a,...a, —n
10 -1

Como x=n,aa,a,...a, , entonces: n,aaa,...a, = y

na,a,a,...a, —

0 -1 es la fraccion generatriz de los decimales puros.

Observe que 10 -1=999...9 esta formado por tantos nueves como cifras (k)
tiene el periodo.

Ejemplos.

Hallar la fraccion generatriz de los siguientes decimales periddicos puros:

> 05= 51_0 _2
100-1 9
> _aip. 4122-4 4118

10°~1 9999

> 35./7E= 357523—35 _ 3543
10° -1 99
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NOTA: Todo nimero racional tiene una representacion decimal periodico

Ejemplo:
» ==2000...=2,0
1
3 —
» —=0,3000...=0,30
10

2. Para una expresion decimal PERIODICA MIXTA.
» Encontremos la FRACCION que corresponde al decimal:o,257777...

Solucion: sea x=0,257 . Esta expresion decimal periodica mixta se
puede transformar en una expresion decimal periddica pura al
multiplicar x por 10%( es el numero de cifras después del punto que no
son periddicas )
10%x = 0,257 x 10?
(2) 100x =257

Ahora 25.7 es un nimero periédico puro entonces; 25.7 = ngl_ i5 = 232

Reemplazando en (2)tenemos:

232 232
— =
9 900

100x =

Como x =0,257, entonces 0,257 =% y % es la fraccion generatriz
Observe que el denominador lo forman tantos nueves como cifras tiene

el periodo (1)seguido de tantos ceros como cifras tiene la parte decimal
no periodica
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2.0.3.5 ESQUEMA GENERAL PARA HALLAR LA FRACCION GENERATRIZ DE
UNA EXPRESION DECIMAL PERIODICA MIXTA

Si x es una expresion decimal periddica mixta, entonces es de la forma:

N

Xx=n,bb,...b, aa,a,...a,83a,a,...a,...=n,bb,...0 aa,a,...a (1)

Donde bpb,...b eslaparte no periddicay a,a,a,...a, s la parte periodica.
Si multiplicamos x por 10™ (donde m es el numero de cifras no periddicas de
la parte decimal), obtenemos una expresion decimal periodica pura. Veamos:

10"x=n,bb,...b, Fa,a,...a x10"
(2) 10"x=nbb,...b,,aa,a,...a,

donde nbyb,...b es la parte enteray a,a,a,...a, es el periodo.

Segun el esquema para hallar la fraccidn generatriz de una expresion decimal

periddica pura, es:

nbb,...b,a,a,a,...a, —nbb,...b
10" -1

m

nbb,...b, aaa, & =

nbb,...b,a,a,...a, —nbb,...b
10 -1

m

Luego reemplazando en(2) se tiene: 10" x =

m

‘= nbb,...b,a,a,...a, —nbb,...b
(10* —1)10™
Como x=n,bb,...b, ama,...a, entonces

Entonces

nbb,...b,aa,...a, —nbb,...b

m

(10 —1)10"

Observemos que 10* -1 representa tantos nueves (k)como cifra tiene el
periodo y 10™ representa tantos ceros como cifras tiene la parte no periodica.
Luego (10 -1)10™ =99...900...0

————

k veces m veces

Ejemplos: Hallar la fraccion generatriz de los siguientes decimales periddicos
mMIixtos:

> 223454545, = 29345 = 22040~ 223 _ 22122

(10?2 -1)10> 9900

7563567 — 756 7562811
(10° —2)10° 9999000

» 0.75635673567...=0.7563567 =
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> —135,2433333...= 135243 = — 1352‘113 _135224 _ 12179
(10" -1)10 900

Observacion: Para representar un decimal en la recta numérica procedemos
Asi.

» Representamos la parte entera, si la tiene

> Al segmento que representa la parte entera le sumamos la porcion del
segmento unitario que corresponde a la parte decimal

> Para la representacion de la parte decimal, hallamos su fraccion generatriz
El denominador nos indica las partes en que debemos dividir el segmento
unitario y el numerador las partes que debemos tomar.
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TALLER 2.0

1. Clasificar los siguientes nimeros racionales en dos conjuntos, segin que
representen una expresion decimal periddica pura o una expresion decimal
periodica mixta.

3 5 17 4 5 3 111 13
a) 3 b)g C) 33 d)7 e)—§ f) %6 ) “ 99 h) 3

2. Escribir los siguientes nimeros en la forma decimal sin efectuar la division

a)Z b)é C)E d)@ e)@
9 99 999 99999 9999

3. Hallar la fraccion generatriz correspondiente a las expresiones decimales
dadas

a) 0.6 b)2350 ) 3.245 d) 34876 ) 0,5666... f) 0,45656...
g) 0.03% h) 234545678 i) —12.125 j) 47,47 k) 0,0001 1) —0,23

m) 0.2999... n)-5,000034 0) 03456 p) —0,00687 () 2,110567567...
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2.0.4 NUMEROS IRRACIONALES
La escuela pitagodrica se encontrd ante el problema de hallar la hipotenusa de
un triangulo rectangulo cuando cada uno de los catetos midiera la unidad

Segun el teorema de Pitagoras se tiene:

(BA)? +(AC)? =(BC)® C
(1)?+(1)* =(BC)?
2=(BC)?

Pero (BC)%="? 1 ?

Tales de Mileto, se atrevio a decir que la
medida de la diagonal del cuadrado cuyo

lado midiese la unidad, era un nuevo valor
imposible de escribir como una fraccion —|
racional o cociente de dos enteros. LA

f 1 1

La solucion de este problema, origino el nimero /2 de valor aproximado
1,4142... con parte decimal infinito y no periddica. Asi nacieron los numeros
no-racionales o irracionales.

Al conjunto de los nimeros irracionales lo notamos con la letrall .Recordemos
que todo nimero racional se puede expresar en notacion decimal, puesto que:

“Una fraccion de enteros se puede hacer equivalente a un numero con parte
decimal finita o infinita periodica.”

PERO: 2 ,%5,7,-./6... son nimeros que no se pueden expresar en

fracciones de enteros no como decimales finitos o perioditos. Los llamaremos
nameros irracionales.

Irracionales algebraicos son todas las expresiones que no tengan raiz exacta.

Ejemplos 1, =12 .411,-3,7,8/47,5/125,3/2 ,4/45... |

Nota: Son numeros irracionales los numeros que tengan como factores o
sumandos a ciertos numeros irracionales, pero con el cuidado de no repetir
algunos cuya suma o producto sea racional
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Ejemplos:  /5+2 , —43/3+7,3+z

Noétese que: (/2)(/2)=+/4 =2 no es irracional

Irracionales Trascendentes son todos los nimeros que son expresados con
parte decimal infinita y no periddico, que no sean raices.

7 =3141592653... (Es la razon entre la Circunferencia de un circulo y su diametro)
e=2,71828... (Base de los logaritmos naturales)

Observacion: Vemos que todo numero irracional no puede ser un numero
racional, y reciprocamente, esto nos dice que los conjuntos Qe l no tienen
elementos en comun, es decir,

QM1 =¢: Suinterseccion es vacia. Lo anterior se resume al decir que esos
conjuntos son DISJUNTOS

2.0.4.1 REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS
IRRACIONALES

No todos los numeros irracionales admiten una simple representacion
geomeétrica; sin embargo muchos de ellos se representan en las hipotenusas de
triangulos rectangulos. Por ejemplo representaren la recta el nimero irracional

2.

Ubicamos primero sobre la recta los nimeros enteros. Dibujamos un triangulo
rectdngulo en el cual cada uno de los catetos mida una unidad y uno de ellos
coincida con el segmento de extremos 0 y 1. Demostremos ahora que la
hipotenusa BC = /2
(BA)®+(AC)* =(BC)’
(1)?+(1)*=(BC)’
2=(BC)?
Luego el segmentoBC =,/ 2

us]

|
-
— o_
=
o
>
g‘ e
1L 54 -
N
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Con un compas, haciendo centro en el punto 0 y con la medida de la
hipotenusa (,/2) , trazamos un arco que corte a la recta en un punto, este

corresponde al irracional /2 . Ver figura
Ejercicios
Representa geométricamente los siguientes nimeros irracionales

A3 bJs 0y dyE e i f)i

2.0.5 NUMEROS REALES

Recordemos que el conjunto Q de los numeros
racionales coincide con el conjunto de los nimeros decimales finitos y los
decimales periodicos infinitos. Por otra parte, acabamos de ver que los
nameros irracionales, I, estan formados por todos los nimeros decimales no
periddicos infinitos.
El conjunto de los nimeros reales esta formado por la unién del conjunto de
los nimeros racionales con el conjunto de los nimeros irracionales.

NUMEROS
COMPLEJOS

NUMERQOS
REALES

—

NUMEROS NUMERQOS
IRRACIONALES RACIONALES

IRRACIONALES I_ NUMEROS NUMEROS
ALGEBRAICOS | = FRACCIONARIO ENTEROS
S

I_ NUMEROS ENTEROS

TRANSCENDENTES NATURALES =1 NEGATIVOS

Tipos de numeros usados en Algebra
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Inférmese:

Los niumeros complejos contienen todos los niumeros reales.
NcZcQcR Y IcR

PITAGORAS. Filosofo y matematico griego (siglo vi a. de C.).Fue
el fundador de la “escuela pitagdrica”, que consideraba que en el

universo, todo tiene un ndmero. Pitdgoras y sus discipulos se
dedicaron al estudio de la matemaética, filosofia y astronomia. A
ellos se les atribuye la mate matizacion de las escalas numéricas, el
haber convertido la geometria en una ciencia, el descubrimiento de
los nimeros irracionales y la demostracion del teorema que lleva su
nombre.

2.0.6 LA RECTA REAL

La representacién geométrica de los nimeros reales es de gran importancia en
el estudio de las matematicaza .Analizamos que al representar el conjunto de
los numeros racionales sobre la recta numérica aparecen ciertos “agujeros”, a
los cuales no corresponde ningun numero racional. A estos “agujeros” o
puntos, le corresponde un nimero irracional.

Cuando en la recta racional se representan los numeros irracionales se obtiene
la recta real

El conjunto R de los nimeros reales completa la recta. Luego

1

R E L

v

7z

Sl -
N -
Alw ==
=
N
w4
o 4
N
o

A todo numero real corresponde un punto sobre la recta y a todo punto sobre
la recta corresponde un nimero real (propiedad de completitud)
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2.0.7PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

En el conjunto de los nimeros reales se pueden realizar todas las operaciones
definidas para el conjunto de los enteros, de los racionales y de los irracionales
Estas operaciones satisfacen las siguientes propiedades:

3. ASOCIATIVA

(a+b)+c=a+(b+c)

PROPIEDAD ADICION MULTIPLICACION

Si a,beR Sia,beR

1. CLAUSURATIVA
a+b=c,ceR a-b=c,ceR
Si a,beR Si a,beR

2. CONMUTATIVA
a+b=b+a a-b=b-a
Si a,b,ceR Si a,b,ceR

(a-b)-c=a-(b-c)

4. MODULATIVA

Si a eRexiste0eR
a+0=0+a=a

Si a eRexisteleR
a-l1=1-a=a

. , .1 _
SiaeR,a=0,unlnico ==a’eR

5. INVERTIVA Si a e R,a=0,existe—acR, a
a+(-a)=(-a)+a=0 aateatolog
a a
6.DISTRIBUTIVA o, a,b,ceR,a-(b+c)=a-b+a-c

Ejemplo 1 Si p,q,ry s denotan numeros reales, demuestre que
(p+q)-(r+s)=pr+ps+qr+gs
Solucion: Aplicando la propiedad distributiva tenemos.

(p+0q)-(r+s)=p-(r+s)+q-(r+s)
=(p-r+p-s)+(q-r+q-s)
= pr+ ps+qr+gs

Nota: Puesto que a+(b+c) Yy (a+b)+c son siempre iguales, el simbolo
a+b+c denota este numero real; se usa abc ya sea para a(bc) 0 (ab)c .Del
mismo modo, si se suman o0 multiplican cuatro 0 mas numeros reales a,b,c,d,

se puede escribir a+b+c+d Yy abcd para su producto, sin importar como estén
agrupados o intercambiados
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2.0.7.1 PROPIEDADES ADICIONALES
» PROPIEDADES DE IGUALDAD
Si a=b y c es cualquier numero real, entonces

1) a+c=b+c
2) a-c=b-c

Estas propiedades indican que el mismo nimero se puede sumar a ambos
lados de una igualdad, y estos se pueden multiplicar por el mismo ndmero.
Estas propiedades son muy utilizadas para resolver ecuaciones

» PROPIEDAD DEL CERO

1) a-0=0 paratodo numero real a
2) Si a-b=0, entonces a=0 o0 bien b=0

Cuando usamos la expresion o bien como en 2), queremos decir que al
menos uno de los factores a 0 bes cero. Méas adelante nos referimos a 2)
como el teorema del factor

» PROPIEDADES DE LOS NEGATIVOS

PROPIEDAD EJEMPLO
1) —(-a)=a -(-7)=7

2) (-a)-b=-(a-b)=a-(-b) | (-7)-5=-(7-5)=7-(-5)
3) (-a)(-b)=ab (-7)(-5)=7-5

4) (-l)a=-a -1)7=-7

Observacion:

: . : 1
El reciproco de un nimero a (diferente de cero) es un numero real = o
a

denotado muchas veces como a™



» PROPIEDAD DE LA SUSTRACCION Y DIVISION

1. Pararestar un numero de otro, se suma el negativo

2. para dividir un numero entre otro, diferente de cero, se multiplica por el

reciproco.

» PROPIEDAD DE LOS COCIENTES O FRACCIONES

PROPIEDAD EJEMPLO
1. 2% siad=nc 2_18 Go.45-5.18
b d 5 45
) ad _a 2:7_2
" bd b 7 9
3 & _~-a__@a 5 -5 5
-b b b -7 7 7
g4 8,.6_axc A 7 _4si
b b b 373 3
5. Eigza-dib-c £i1=4~513-7:20121
b~ d b-d 375 3.5 15
6 2.c_3¢ 47_2-7_14
b d bd 35 3.5 15
a , 4
o b_a.c_ad_a /3_4.7_45_45_20
¢ b d bc be W7 35 37 37 21
d ‘5
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2.0.8 JERARQUIA DE LAS OPERACIONES

Cuando se manejen todas las propiedades de los numeros reales, se debe tener
en cuenta la jerarquia de las operaciones.

Paterentesis ()
Corchetes [ ]
Llaves { }
Vinculo -

Los signos de agrupacion son muy importantes, ya que si

Una expresion contiene parentesis, se deben resolver primero las operaciones
que estén dentro de ellas. La barra de divisiobn también es un signo de
agrupacion (Vinculo) .En expresiones que contienen barras de fraccion, como

10+5 |as operaciones que estan arriba y debajo de la barra se deben resolver
3-2

antes de dividir asi:
10+5 15 5
3.2 6 2

Ejemplo: Evaluar a(4+b) con a=5 y b=3
Solucion: a(4+b)=5(4+3)=5(7)=35

Necesitamos reglas que indiquen el orden en que se deben hacer las
operaciones

JERARQUIA DE LAS OPERACIONES

1. Efectuar los célculos dentro de los signos de agrupacion
2. Multiplicar y dividir en orden de izquierda a derecha
3. Sumay resta en orden de izquierda a derecha

LEY DE LOS SIGNOS
1) Si a y b tienen el mismo signo, entonces a-b y % son positivos

2) Si a y b tienen signos opuestos, entonces a-b vy % son negativos.
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Ejemplos: simplificar:
> 8~4+%=32+8:4O

> 12+3-7-2+8=12+3-14+8=9

> {6-(4) }-74(2) J={6+4 J-{-7-2 }={10 }-{-9 }=-0

~7

(5o

16-(-8) -3+9 16+8 6 24 . o
> 4+(-7)  2-5 4-7 -3 3 (A =08)=(=2) =4

5 (B)A8) - (1)(-2) , [(-5)(-6)+2-(-9)] [(-1)(=3)(-4) + (-6)(-3)]
[5)+(2)]-[5+(-3)] (-3)-[(-6) - (-9) ]

_—96—(2)+[30—18]-[—12+18]_—98+[12]-[6]_14-7_4-3-2-3_7_8__1
“[-712]T @)-6+9] -14 (3)[3] 14 33

Nota importante:

1. Para sumar fraccionarios con igual denominador,sumamos los numeradores
y dejamos el mismo denominador

2. Para sumar fraccionarios con distinto denominador

a) Hallamos el minimo comdn maltiplo de los denominadores

b) Dividimos el m.c.m por cada denominador y multiplicamos el resultado
por el numerador respectivo

c) Efectuamos la suma de las fracciones resultantes

Ejemplos Simplificar

> —é+%—§=$:—% Fraccionarios con igual denominador
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4 3] 28 4) -1 97 o723
e e 178
1 1 7

G
SR G MERE MEE MO

N | w
Hﬁ_/
Il

s 2+§+1‘§= 3 .3 3,3 7x2 2x4 14 8 126+40 166
3.1 , 1 6-1 8+1 5 9 3x5 3x9 15 27 135 135
2 4 2 4 2 4
15271 3 mem(15,27)=135
5 9 3
1 3 3
1 5
(1) (2)
1+411, 1—;—}1
> _
EE S
2 3 4 3
-1
1-—3(4)
1_i
2
Podemos resolver esta expresion de una forma sencilla tomandola a tramos
1 4415
Tramol; —4-_4 _4_30 15 qpapgp 1 1 47271 1
11 3-2 1 4 2 2 4 4 4
2 3 6 6
) 3.0 1 1812
Tramo31-£=""°-= Tramo4: ;- 3_4_.83 _4 3_,.4_3-4_'1
3 3 3 1 2-1 1 3 3 3
2 2 2

Reemplazando cada tramo en la expresion dada tenemos:
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1 1 _1_1 1 1 1
T4 TT274 15 4 15 4 15 4 _15 1_60-1_59
11 I t 2 4,3 2 2 28 8 8
3 4 31 1_% 3
1-= =
B 3 3
L1
2
_ Z_ﬂ 7-4 3

> Para transportar unos listones se dispone de un camion cuya capacidad es
limitada. Se propone organizarlos uniformemente de tal forma que un viaje
abarque la mayor cantidad posible. Las dimensiones de los listones son
3/3cm de base y 2,/2cm de ancho y la puerta del platén del camién tiene

1.5m de ancho y 1m de alto. El largo de los listones es igual al largo del
camion. Calcular el nimero de listones que tiene una carga.

Solucién: Se considera la expresion decimal de las dimensiones de cada

liston ya que la forma radical dificulta los calculos. Asi el area del

rectangulo se encuentra multiplicando la base por la altura
A=Db-a=3,/3cmx2,/2cm=6,/6 cm® ~14,7cm’

De otra parte, el area de la puerta de la volqueta es de

1,5mx1m =150cmx100cm =15000 cm?

Por lo tanto, el nimero de listones se encuentra dividiendo el area de la
entrada del camion entre el area que ocupa cada liston

Respuesta: el numero de listones de una carga es de 1020
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2.0.9RELACION DE ORDEN EN LOS REALES

Definimos las nociones de mayor que y menor que para nimeros realesa y b.
Los simbolos > (mayor que) y < (menor que) son signos de desigualdad y las
expresiones a>b y a<b se llaman desigualdades.

Si a y b son numeros reales, entonces: a<b siy solamente si a-b<0

Si a y b son numeros reales, entonces: a>b siy solamente si a-b>0

Pues si a<b, entonces a+(-b)<b+(-b) 0 equivalente a-b<0. De manera
similar, si a-b <0, entonces a-b+b<0+b 0 equivalentemente a<b

Ejemplos
> 3<7 porque 3-7=-4<0 ( negativo)
» -5<6 porque -5-6=-11<0 (negativo)

» —-1>-5 porque -1-(-5)=-1+5=4>0 (positivo)

Nota: Si los puntos A y B de una recta coordenada tienen coordenadas a y
b, respectivamente, entonces a>b equivale a la expresion “A esta a la
derecha de B, mientras que a <b equivale a “ A esta a la izquierda de B ™.

LEY DE TRICOTOMIA
Si a y b son numeros reales, entonces exactamente una de las expresiones
siguientes es verdadera

a=b ., a>b obien a<b

La notacion a>b, que se lee “ aes mayor o igual que b, significaque a>bo
que a=b(pero no ambos); por ejemplo a*>0 para todo numero real a.El
simbolo a<b, que se lee “ aes menor o igual que b” significa que a<bo que
a=b.

Una expresion del tipo a<b<c se denomina desigualdad continua y quiere
decir que: a<b y b<c; se dice “ b esta entre ay c¢”. Del mismo modo, la
expresion ¢ >b>a significaque c>b yque b>a

Ejemplo: Ordenamiento de tres nimeros reales

° 2<5<£ , —6<l< 3, E>£>—1
2 6 2
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Hay otros tipos de desigualdades, por ejemplo: a<b <c quiere decir que a<b
y que b<c.Del mismo modo a<b<c significa que a<b y que b<c.Por
ultimo a<b<c, quiere decirque a<byb<c

2.0.10DEFINICION DE VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un nimero real a, denotado por |a|, se define.

1) Si a>0,entonces |a|=a
2) Si a<0,entonces |a|=-a

Dado que a es negativo en 2) de la definicion, —arepresenta un namero real
positivo.

Ejemplos: Notacion de valor absoluto |a|

|5|=5, porque 5>0

|-12|=—(-12) =12 porque -12<0
‘3—\/5‘:3— 3, porque (3—,/3)>0
‘\/3—3‘:—(\/5—3) , porque (,/3-3)<0. Asi

J3-3=3-3
En general tenemos que |a|=|-a| para todo numero real a

Ejemplo: Supresion de un simbolo de valor absoluto

Si x <1, reescribe | x—1| sin usar el simbolo de valor absoluto.

Solucion: Si x<1, entonces x-1<0; esto es, x—1 es negativo por la parte 2)
de la definicion de valor absoluto,

|x-1]==(x-1)=-x+1=1-X

Se usara el concepto de valor absoluto para definir la distancia entre dos
puntos de una recta coordenada.
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2.0.11 DEFINICION DE LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DE
UNA RECTA COORDENADA

Sean ay b las coordenadas de dos puntos A y B, respectivamente, de una
recta coordenada. La distancia entre A y B, denotado por d(A,B), se define

como:.
d(A,B)=|b-a|=|a-b]

O A B
a

v

—t— — 1t
b
—— [o-al=[ab| ——

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

i
-1 0

Observa que la distancia entre el origen O y el punto A es:

d(0,A)=|a-0|=|0-a|=|a]
Ejemplo

Sean A,B,C y D puntos con coordenadas -7,-2,3 Yy 8, respectivamente en
una recta coordenada, como se muestra en la figura. Halle d(A,B), d(C,B),
d(O,A) yd(C,D)

1 1 »
1 1 >

;
9 10 11...

| A B 1 |O 1 1 |C 1 1 D
1 | 1 1 1 1 1 1
...-.9-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

Por la definicion de la distancia entre puntos de una recta coordenada, se
obtienen las distancias:

d(A,B)=|-2-(-7)|=|-2+7|=|5|=5
d(C,B)=|-2-3|=|-5|=[5|=5
d(0,A)=|-7-0|=|-7|=7
d(C,D)=|8-3|=|5|=5

El concepto de valor absoluto tiene otros usos, ademas de hallar distancias
entre puntos; se utiliza siempre que estemos interesados en la magnitud o
valor numeérico de un nimero real, cualquiera que sea su signo
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2.0.12 NOTACION CIENTIFICA
En ciencias a menudo es necesario trabajar con nimeros extremadamente
grandes o extremadamente pequefos.

Estos numeros con muchos digitos, por comodidad, se pueden escribir de otra
forma, con la ayuda de los decimales y de las potencias de 10. Esta forma de
expresar cantidades se llama escritura o notacion cientifica.

Para expresar un numero dado en notacidn cientifica se escribe como el
producto de dos factores

e El primer factor es el numero dado convertido a decimal con una cifra
entera

e El segundo factor es 10 elevado a un exponente, que resulta de contar las
cifras que se ha corrido la coma para encontrar el decimal del factor
anterior. Si la coma se corrio a la izquierda, el exponente es positivo. Si la
coma se tuvo que correr a la derecha, el exponente es negativo.

En general un numero esta en notacion cientifica si se puede escribir asi:

ax10" ,donde 1<a<10 y n esun entero

Ejemplos

1. Ladistancia que recorre un rayo de luz en un afio es 5900 000 000 000
millas. Expresar esta distancia en notacion cientifica

5900 000 000 00(’):5,9><1O12 millas

¥

______

El exponente es positivo ya que el punto decimal debié moverse doce
lugares hacia la izquierda

2. El peso de una molécula de oxigeno se estima en o, 000 000 000 000 000 000 000 053
gramos. Expresarla en notacion cientifica

El exponente es negativo ya que el punto decimal debié moverse 23
lugares hacia la derecha
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3. Escribir en notacion cientifica

375 =3,75x10°

45000 000 000 = 4,5x10"
0,000000000235 = 2,35x107*°
6,5=6,5x10°

300800 = 3,008 x10°

YV VYVYY

Muchas calculadoras usan la notacion cientifica en sus pantallas; para el
nimero ax10" se suprime el 10 y el exponente se muestra precedido por la

letra E; por ejemplo, a fin de hallar (5600 000)* en una calculadora cientifica,
podemos teclear el entero 5600000y presionar la tecla x* (o elevar al

cuadrado), con lo cual obtenemos un resultado semejante al de la figura.
Traducimos esto como 3,136 x10"; por lo tanto,

(5600 000) = 31360 000 000 000
3136xE13 0 3,136 %

Las calculadoras también pueden utilizar las notacion cientifica en el tecleo de
nameros, por lo general el manual del usuario contiene detalles especificos.

2.0.13 APROXIMACIONES DECIMALES

A menudo, en problemas practicos muchas veces aparecen numeros
provenientes de diversos tipos de mediciones y, por lo tanto, son
aproximaciones a los valores exactos. Dichas respuestas deben redondearse
porgue el resultado final de un calculo no puede se mas preciso que los datos
que se hayan usado; por ejemplo, si la longitud y ancho de un rectangulo se
miden con una precision de dos lugares decimales, no es posible esperar una
precision de mas de dos lugares decimales en el valor calculado del area del
rectdngulo. Ahora bien, para trabajos puramente matematicos, si se dan los
valores de longitud y ancho de un rectdngulo supondremos que las
dimensiones son exactas y no precisaremos redondeo alguno.

Una aproximacion o valor aproximado de un numero es otro numero proximo,
al primero al cual representa y sustituye.
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Por ejemplo el decimal 0,44 es una aproximacion del namero 0,4 . Para

aproximar un numero se suelen utilizar dos técnicas: Truncamiento y
redondeo

1. Para truncar un decimal se eliminan sus cifras a partir de un cierto orden.

Por ejemplo, para truncar los decimales anteriores por las centésimas, se
escriben hasta las centésimas y se eliminan las cifras que hay a la derecha.

5,346 = 5,34 0,476 = 0,47
2 567 = 2,56 2 41421 = 2 41

2. Para redondear un numero entero o decimal hasta cierto orden n , se
sustituyen por ceros todas las cifras siguientes a la de orden n.La cifra de
orden n se deja como esta si la que sigue es menor que 5 , y Se aumenta en
una unidad si la que sigue es mayor que 5.

Por ejemplo, para redondear los decimales del ejemplo anterior hasta las
centésimas escribimos:

5 346 = 5.35 0,476 = 0,48
2 567 = 2.57 2 41421 = 2 41

Salvo indicacion expresa, se entiende que una aproximacién decimal hasta una
cierta cifra decimal lo es por redondeo

Aproximaciones de 0,476

Truncamiento Redondeo

0,47 0776 0,48



TALLER2.0

1. Indicar cuales de los siguientes enunciados son verdaderos o falsos:

SQ o o0 o

>

3

23T o >

xs<c oo

<

Todo ndmero racional es un namero irracional.

Todo ndmero irracional es un nimero real.

Algunos racionales son decimales infinitos periodicos
Ningun decimal finito es irracional

Algunos racionales son decimales infinitos no periddicos
Todo decimal periddico es racional

El cociente entre dos nimeros reales es un numero racional
Todo decimal periddico se puede expresar en forma de fraccién
NcQ

ZuQ=R

ZeR

Todo numero racional es un numero natural

. Todo fraccionario % con b = 0, representa un decimal finito

3/343 es un numero irracional
J2+(=/2) es un numero racional

A todo punto sobre la recta le corresponde un numero irracional

Al producto de dos nimeros irracionales siempre es un numero
irracional

A todo numero irracional le corresponde un punto sobre la recta.

J2-4/2 es un numero irracional
QcN

W2.45 Je!

Un numero puede ser a la vez racional e irracional

— — o~ —_— TN~ N

—

. El valor absoluto de cualquier numero real es mayor o igual a cero (

La suma de un numero racional y un numero irracional es un numero

racional
Algunos nimeros naturales son también enteros negativos

(
(

104

N—"

)
)

El conjunto de los nimeros racionales e irracionales tienen elementos

en comun

(

)
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2. Escribir si 0 no, en las columnas del conjunto numérico indicado, si
pertenece 0 no el numero dado en la columna de la izquierda.

Sl N |z | Q|1 |R

5

2
334567 ...

2
0,

[ ]

4 DBaTaT. .

2+t

3. Indicar la propiedad de los numeros reales que justifica cada una de las
siguientes igualdades

a. a-b=>b-a
b. 3+(7+9)=(3+7)+9
C. b+0=0+b=Db
d. ax+ay=a-(x+Yy)
e. (-p)+p=0
f q.l:l.qzl, q¢0
qa q
g. 10+a-(x+y) =10+ (ax+ay)
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h. 4-(a-b)=(4-a)-b

. 7+(-7)=0

j. 3-(a+b)=(a+h)-3

K. 5+(3+6)=(3+6)+5

. —3(4-5)=3.4.(-5) = (3:5)-(-4) =—(3-4-5)

. El resultado de la operacion l+{l{(l+lj+(3_lﬂ} es:
2 |4 2 3

a) 12 b)5 c)% d)%

. El resultado de la operacién 0,1+0,6+0,2 es el numero racional

9 89 44 9
a) — b) — C) — d) —
) 9 ) 90 ) 45 ) 10
. El resultado de la operacion %+%+% es la expresion decimal
a) 1.4 b) 1,84 ) 07 d) 184

. El resultado de la operacién [0,4+2]+[9,6+3] es la expresion decimal:
a) 29,6 b) 29,6 C) 3.4 d) 3,4
. Un namero elevado al cuadrado es igual a 8, ¢Cudl es el nUmero?

. Si los catetos de un triangulo rectdngulo miden 2 y 3 metros
respectivamente, ¢ Cuanto mide la hipotenusa?

10.El area de un cuadrado es igual a 128 m?, ¢ Cuantos metros mide cada lado?

11.;Cual es el opuesto de /5 ? ;Cual es le opuesto del nimero a?

12.¢Los nimeros racionales los podemos expresar en forma decimal?

13.¢Es posible, dado un numero real, encontrar otro numero que sumado con

el de como resultado cero?
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14.;Los numeros naturales los podemos expresar como fraccion de enteros
3,b¢0'?
b

15. Representa en la recta los nimeros:

3 5 1
a) c b) 5 c)—Z

16.Expresar en notacion cientifica:
a) 4125000000 b)0,000 000 000456 €) 3000 861000000 d)O0, 000 000 65

0,000 0001602
1000 000 000

17.Escribe como numero decimal las siguientes magnitudes.

Coulomb

c)La carga eléctrica de un electron es

a) El radio ecuatorial mide 6,37x10° m b) La masa de la tierra es 6,2x10% Ton
18.EIl decimal 0,000 000893 expresado en notacion cientifica es:
a) 89,3x10° b) 8,93x10° c) 8,93x10° d) 8,93x10" e) 0,893x10°

19.Un camién transporta tres bloques de marmol de 1,34 Toneladas cada uno y
dos vigas de hierro de 0,75 toneladas cada una

a. ¢Cuantas toneladas lleva en total el camion?
b. ¢Cuantos Kilogramos?
c. ¢Cuantos gramos? Expresa este resultado en notacion cientifica.

20.Escribe en forma decimal el numero racional %
a. ¢Queé tipo de decimal es?
b. Mediante truncamiento escribe una aproximacion de % hasta las
centésimas.
c. Mediante redondeo escribe una aproximacion de % hasta las centésimas

21.Mediante redondeo y truncamiento escribe una aproximacion hasta las
milésimas de g
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22.Completarcon >,>,0=":

a. Six>0y y>0 entonces X-y 0
b. Si x>0y y<0 entonces X-y 0
c. Six<0yy>0 entonces X-y 0
d. Si x<0y y<0 entonces X-y 0
e. Sixz0yy=0 entonces X-y 0
f. Si x<0, entonces iz

X
g. Si x>0y y<0 entonces y(y—x) 0

23.Los numeros dados son coordenadas de los puntos A,ByC
respectivamente, de una recta coordenada. Halla la distancia.

a) d(AB) b)d(c,B) c)d(B,C) d)d(AC)
A3,7,-6 ,A8,-4,-1 ,A-6,-2,5 ,[A-9,1,12

24. Reescribe el numero sin usar el simbolo de valor absoluto, y simplifique el
resultado

a) [-5-7| b)[-3+7|¢) (-2)-|3-12 d)|z-2| e€)|2-x| f)[i-1
0) [~5]=|-3] ) |7]+[-9] i) [-4l/3] ))[-6]/(-2) K) |73

25.Expresa el enunciado como desigualdad

a. x esnegativo

b. d estaentre -4y 2
C. y €esno negativo

d. t no esa menor que 5
e. r esmenor oigual que =

f. El negativo de z no es mayor que 6

g. El valor absoluto de x es mayor que 10
h. El reciproco de ces al menos 10

El cociente de p y q es al menos %
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26.Efectua las operaciones
a)4x6x(-1)x(-15)x12 b) (-25)+(-34) C) 8><(—3)><6><% d) 9+(-7)-20

o320 {3) 0 (33215 e
M) PR 032

y 5-CDIEA-9] 3D+ (5)-(-6)]
(-2)-(-3)- (-4)+(-3)(-3)  [(-7)(-2) +(-4)-3]-[10—(-3)(-2) ]

m) 89 _-34-(-4) ) (AEB)A) 3 [(DEH-(2)]
~13+7  (-5)(-2) -2-(-3)-4 -1-2-3

0) Ms%){z—%)}s p) 3x%—(1+%—%)+2 q) %-%%-4-@-5}

(bt HEH] 2Bt 8Hen

o[ o534 P32

1 i 3-i+5-; 1_1 .
- - Z) 1
V) 17 5 3) 3 . 3 ) 1+ 1 1
= 42| === |+= 1-— 1-
2 3 2 4 4 5 1 1 1
— +4
1+1 1 1

1+(1/3) 5
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27.Resolver las siguientes aplicaciones

a. El largo de un terreno de forma rectangular es 17 m y su area es 119 m.
Calcule el ancho del terreno y el precio si el valor del m? es de $350 000

b. Las dimensiones de un libro son 16 cm de ancho y 24,5cm de largo. Si

se hace una fila con 40 libros, colocandolos uno a continuacién de otro
como lo indica la figura, ¢Cuél es la longitud de la filay cual el area
ocupada por los libros?

I | I
TECNOLOGIA EN OBRAS CIVILES | TECNOLOGIA EN OBRAS CIVILES | TECNOLOGIA EN OBRAS CIVILES

Fundamentos Fundamentos Fundamentos Fundamentos

en

en en

MATEMATICAS MATEMATICAS

1
I

: TECNOLOGIA EN OBRAS CIVILES

1!

1 !

1 !

1!

1!

1!

1 !

1 !

1 !

1!

1!

1
1
:
24 5¢cm | | en
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
|
1
I
MATEMATICAS EMATEMATICAS
1
C

g____________

I
CARLOS ALBERTO ABELLO RLOS ALBERTO ABELLO| CARLOS ALBERTO ABELLO: 1CARLOS ALBERTO ABELLO

e e e e e e e b = = - - — T o e e e e e e e B e e e e e = e = = ]

c. Las lineas que demarcan una autopista miden 1,75m Yy la distancia
entre ellas es de 80cm.Calcule la longitud de un tramo que tiene 125
lineas si inicia y finaliza con, linea.

d. Halle la longitud del alambre de pua necesario para cercar el terreno
mostrado en la figura, si se desea colocar tres vueltas de alambre .De la
respuesta en metros( el tramo colinda con el ri6 no lleva alambre
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e. Poblacién de peces. la dindmica poblacional de muchos peces se
caracteriza por tasas de fertilidad en extremo altas en adultos y tasas de
sobre vivencia muy bajas en jovenes. Un lenguado desarrollado puede
poner hasta 2.5 millones de huevos, pero solo el 0.00035% de los
hijuelos rebasara los tres afios de edad. Utiliza la notacidn cientifica
para calcular el nimero de descendientes que lega a los tres arios.

f. Superficie de la tierra. Las aguas cubren el 70.8%, 0 sea alrededor de
361x10° km? , de la superficie del planeta; calcula el area total del globo
terraqueo.

g. Presion de un tornado. Cuando un tornado pasa cerca de un edificio, hay
una rapida caida de la presion exterior y la presion interior no tiene
tiempo para cambiar. La diferencia resultante es capaz de ocasionar una
presion, hacia el exterior, de 1.41b/pul® en las paredes y techo del

inmueble.

» Calcula la fuerza en libras ejercida en un pie cuadrado de una pared

» Calcula las toneladas de fuerza ejercida en una pared que mide 8
pies de alto y 40 pies de ancho.

Rtal: 201.6 lib, 32.256 Toné
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2.1 POTENCIACION EN LOS REALES

Si n es un entero positivo, la notacion a", representa el producto del niumero
real a , multiplicado n veces por el mismo. La expresion a" selee a ala
enésima potencia o simplemente, a ala n. El entero positivo n se llama
exponente y el nimero real a, base

Ejemplos:

> 24-2.2.2.2-16
5
> (1) 211111 1
2
> (~10)° = (~10)-(~10) - (~10) = ~1000

(-0
3 3 3 3 3) 81
Observacion: es importante tener en cuenta que la expresion 4a" significa

4(a") pero no (4a)". ElI numero real 4 se llama coeficiente de a" en la
expresion 4a".

Ejemplos notacion ka" ( k es un numero real)
» 4.5°=4.125=500

» —4.5°=4.125=-500

» -3'=-(3%)=-81

» 2:(-3)*=2:(-3)-(-3)(-3) =2-(-27) =-54

2.1.1 EXPONENTE CERO Y NEGATIVO

DEFINICION (a=0) EJEMPLO

a® =1 =1, (-320)°=1
-n _ 1 —n_L -5 i 2-(-3 -4 _ 2
a _? k a _an 3 —35 ( ) (_3)4
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Si m y n son enteros positivos, entonces

man

aa =a-a-a...a-a-a-a...a

m factoresde a n factores de a

En vista de que el numero total de factores de a a la derecha es m+n, esta
expresiones igual a a™" , es decir,

Podemos ampliar esta formula a m<0 o n<0 con las definiciones del
exponente cero y exponentes negativos.

Veamos otra propiedad de los exponentes, para m y n enteros positivos:

m

(am)n :am 'am .am“.a

n factores de a™
Y contamos el niUmero de veces que a aparece como factor del lado derecho.
Dado que a" =a-a-a...a , donde a aparece m veces como factor, y en virtud

de que el numero de tales grupos de m factores es n, el numero total de
factores de a es m-n , por consiguiente

También podemos ampliar esta formula a m<0 o n<0 con las definiciones
del exponente cero y exponentes negativos. Las propiedades restantes se
establecen de modo semejante contando factores
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2.1.2LEYES DE EXPONENTES PARA LOS NUMEROS
REALES ay b YLOSENTEROS my n

LEY EJEMPLO
1) aman — am+n 32 .33 :32+3 :35 — 243
2y (@M)"=a™ (32)° =32 =3° =729
3) (a-b)"=a"-b" (12)° =(3-4)°=3°.4° =27-64=1728
" m-n - 57 7-5 2

4) a)?=a Si m>n 5—525 =5"=25

h oL _1 1. 1

) an - an—m SI m<n 55 5572 53 125

a) _a (z] 3
) \p) " pn 3) 3 243

a" Db 22 3" 81
6.) n Y Al T o T

b" a" 3¢ 2% 4
a)’ _(bYy zj(gjs_&
Db, "la 3) \2) 28 =3

Nota: Las leyes de los exponentes pueden generalizarse para obtener reglas
como: (abc)" =a"b"c" y a"a"a' =a™""

Ejemplo: (leyes de los exponentes)

> 2x3xOxt = 2%t = 2% > (%)t =7 =%
xY x5 xS
> (3ab)® =3%a%° = 27a%h° > (_ _x_x
3 3% 243

m_ u® 11
g T

Simplificar una expresion donde hay potencias de nameros reales, significa cambiarla a
otra en que cada numero real aparece solo una vez y todos los exponentes son positivos.

Debemos asumir que los denominadores siempre representan numeros reales diferentes
de cero.
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Utiliza las leyes de los exponentes para simplificar la expresién dada

1) (=3x*y*)-(5xy®) = (=3)(5) x*xy’y® =-15x"y’
2) (£a3b4C)5 :( j (a) (b ) C _ 15b20 5 :ialeZOCS
2 2 32
5 (32 b2) _(3a%)* (b?)° _3'(@%)* b° _8la® b° _8lb’
b a7 b4 (a ) b4 aZl b4 a21 ag
i ) r8 i i 44 r2 4 r8
D e R R O R L A —(r] :(?j -5
5 16x4y‘8 24 X4.y—8 B 1x“ .i_ ! o 16x4y‘8 24X4+7 B Vet B !
64X 7y4 26 y4 X77 22 y4 y 4y12 64)( 7y4 26 y4+8 22 y12 4y12
6) 4a’b) (5a’h|_20a‘b® _10a
a’b? 2b* 2a’h®  b*
7 23 3445352 2_ 03 g4 55-2y-3 B 23 3453 2_ 033 34-353-3 2_ 20 340
63a3b552C0 (3 2)3a3b552(1) 33 . 23a3b5+352 52b8 52 b8
_{ 3 T_ 32 9
5%p® 5'p®  625b™
3.3435p %32 6 .38 51064 6 28,6p-6 8-6 2
8) 0 2°-3%a’b ~2°-3%a’b 2°-3%°a’b 3 3 9
) 6°a°b°52c° T 6%a’h®5%c0  2°.3°2°p°5¢ 54pi0te  péipl  go5pl
3
9 2Tl =2 es
] 3 13 729
i i 1 2 2 2
10)|_2* 4* _QJ 1 [ﬂ} _[__j 1 { E} §_1:[_3} 5,
) i i 5 D 3+6 D 9 +9 3 +9
3t 6t
2.5.4.% 4.9
9 9 9
1 209 @xy) (@)™ (2x+y)
(2x+7)°6(x—y)?  3(x-y)** 3(x-y)?

T



A fin de simplificar una expresion que contiene potencias racionales de letras que
representan nimeros reales, la convertimos en una expresion en que cada letra
aparece solo una vez y todos los exponentes son positivos

14) (_27)2/3(4)—5/2 — (_33)2/3(22)75/2 — (_3)6/3(2)710/2 — (_3)2(2)75 — (_235) :%

15) (0 008)72/3 :(ijzm :(@jzm _ 103 2/3 _ (103)2/3 _ 102 _ 100 _ 5
' 1000 8 2° (2°)2* 22 4

16) (8X5y24)l/3 — (8)1/3(X5)l/3(y24)1/3 — (23)1/3 X5/3y8 — 2X5/3y8

2X5/3y—1 s X—ZleZZO -1z 2 1/3 y1/2+(3,2) “1/2
17)(16X2y—1/4] '(64X_1/2y—3/2J 2(24X2_(5/3)y—1/4+1] (ZGX(—1/2)+2]

_ 1 i3 yz -1/2 _ 1113 . 06312 12 _ 1 '(26X3/2)1/2
23X1/3y3/4 264312 (23X1/3y3/4)1/3 y? 2X1/9y1/4 (y2)1/2

93 314 ~ 02y 3/4-(119) 423136

y

=S o19 14 14)1 5/4
2% (1/4)+

yrly oy
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TALLER 2.1

1. Expresa el nimero en la forma a/b, donde a y b son enteros.

4 2
1. (—gj 2. _é _9p-2 3. _32,.50 0723
0 -1 2
4. (-2)° 5. 9°/2 6. (ﬁj —(—ﬂ +(3j
2 2 3
-2
7. :—3 8. (-0.008)%"3 9. 32'5-(-64)*®+10°
10. -3? +471 11.81734 12. (0.0025)*'?

1. Simplifica y escriba las respuestas usando solo exponentes positivos

1 Loy 5 [2 5 o Oj‘s 3. 3(a+b?)?12(a—b)

3¢y ? 4(a—b)?? (a+b?)™
-1
) ) X_2 (XGyS)—IIS
4. (-3x7%)(4x°) 5. (-2xy 2)3(—] 6. — 21—
8y3 (X4y2) 1/2
e ] 1074 -10° Fxy ) (3 )
7. (2x7*)(6x7°)(-3x°) 8. —— - 9. | | -
( )( )( ) 106 .10720 24X2y—4 23X3yfl
1024 a°%'2p =S¢ /2 X H2y-2l3g 6
3 3 -
10. (%b X_%b )(_Sb 1) 11. 128a%bcl2 12. W
3 5 2 -1/2 -2 -1
13. (4)2 )3()52)( ) 14, (-2x32y ) (A xV4y¥1220) 15, 1222[)3/72 72(;76 J(4a6b13/14c7)
X Z
(L2a°?)’ - 3/4
—Za _ _ _
16. =~ 17, (16d8j 18. (125 xH/3y113) 213 (x 13y 213y
19. (—2x2y?)? 20. (x+y)~ 21 {[(-2+a)°]°}”
sm2n2 ) N :
22.2(3cd 3)? 23| ——— 24. (——j
25m—n 4
9y —2)2 i 4. —2 5\~ 3 2 -3 -3
25, C2X) 2. | [ UV W o7.(_8) 4[5
(3x°%) utvw 3 3

0g (2Y°)°By ")~ 09, Ax+y+2)" (
3y 9™ 3(x+y+2)”
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2. Efectuar los célculos

[

J o] a2 [5G S -G

-1

5 | 0.02+03 { (1.5+0.2)><o.3]l
: 5 4.
2 5.1
.9
T 172
a L |2
a 2 a (-2 (=3)% (-2)° 72|55
| 2 3

3. APLICACIONES

a)

b)

Si la masa de la tierra es aproximadamente de 6.1x10* gr y cada gramo
es 2.2x107° libras. ¢cual es la masa de la tierra en libras? Rta:1.3x10%
libras

Las computadoras mas avanzadas de nuestro tiempo pueden realizar
una suma sencilla en 107® y se espera que la siguiente generacion de
computadores trabajara a base de pequefios  dispositivos
superconductores y podré realizar una suma sencilla en 10™ s. ¢ Cuantas
sumas serian capaces de realizar ambas computadoras en 1s ?, ¢y un

minuto?

Rta:10° 0 100 millones, 10* o diez mil millones, 6x10° o seis mil
Millones, 6x10" o seiscientos mil millones
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2.2 RADICACION Y EXPONENTES RACIONALES

La raiz n-esima de un numero a es otro numero b, que elevado al exponente
n nos da como resultado a. Es decir,

a=b < a=b

La base buscada es el valor de la raiz. EI exponente de la potencia es el indice
y el valor de la potencia, la cantidad subradical.

Ejemplos:

J9=3 Porque 3% =9

L1 Porque (Ejs _ L
64 4 4) 64

2/-32=-2 Porque (-2)° =-32

4/—81 No es un nimero real. (Complejo)

Toda raiz se puede expresar con exponente fraccionario como sigue:

Donde m (numerador), es el exponente de la cantidad subradical y n
(denominador) es el indice de la raiz

Ejemplo: 3/ 81° =81¥? o0 81%%=3/81°

Ejemplos: Cambiese a la forma exponencial racional

> 5[—32 =(-32)""
» 8m4/n” =8m(n")"* =8mn""*
> %/_X+3 y:X1/3+y1/s

> gix+y=(x+y)"

Ejemplos: Cambiese a la forma radical.

> axPoax) =43/x
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> (2xy)¥ = (4 2xy)® =4/ (2xy)°
> (x+y)P=x+y
> 2X1/3—4y1/3=2§/_X—4?{/_y

Nota: en g/a si n=2, se escribe \/a , enlugarde 3/a y a se llama raiz
cuadrada principal de a o simplemente raiz cuadrada de a.El numero 3/a es
la raiz cubica (principal) de a.

Al evaluar a™" , por lo general usamos (Q/E)m , €s decir, primero tomamos
la raiz n-esima de a y luego elevamos el resultado a la potencia m

OBSERVACIONES DE: Q/E
Sean n un entero positivo mayor de 1y a, un numero real.
4 Si a=0, entonces 3/a =0
4 Si a>0, entonces 3/a es el nimero real positivo b tal que b" =a.
4 = Si a<0 y n es impar, entonces 3/a es el real negativo b tal que
b"=a.
« Si a<0y n es par, entonces 3/a no es numero real (complejo)

2.2.1 PROPIEDAD DE Q/ﬁ

PROPIEDAD EJEMPLO

1) (3/a)"=a,si g/a esunnumeroreal | ({7)?=7 , (¥-32)°=-32

2) y/a"=a,Sla=0 N7P=7 , %32°=32
3) Ya"=a,Sl a<0y nesimpar 8/(-32)° =-32 , 1/(-128)" =-128

4) y/a" =|a|,si a<0y n espar J3)2 =]-3|=3, 4/(-2)* =|-2|=2
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Nota: por la propiedad 4 tenemos: . x* =|x| para todo numero real x.En

particular, si x>0, entonces /x*> =x, si x<0 , entonces /x> =—x, que es
positiva.

Las cuatro leyes expresadas a continuacion son verdaderas para los enteros
positivos m y n , siempre que existan las raices indicadas, es decir, siempre
que las raices sean numeros reales

LEY EJEMPLO
1) tfab=1/a-y/b J75=25-3=/25.,/3=5/3
2 Hf2_Ya 5 45 45
) n— — 4 = — S
b /b 16 416 2
3) Yva="1a 3 V64 =33[64=y2°=2
4) k-mzw 12[y8 _a3[ 42 _3f 2

Debes tener cuidado si se presentan sumas o restas en el radicando.
PRECAUCION:

Siaz0yb=0 EJEMPLO
1) a*+b*>=a+b 1/32+42:\/§=5;«t3+4:7
2) Ja+b=ya+yb J9+16=/25=5%,/9+,/16=3+4=7

Nota: Para evitar considerar valores absolutos, en ejemplos y ejercicios con
radicales, supondremos que a,b,c,d,x,y,etc., que aparecen en radicandos,

representan nimeros reales positivos, a menos que se indique otra cosa.

Ejemplo: Simplificar:

1) J@xy*) =2xy?
2) J10-,/5=,/50=,/25-2=+25.,/2=5-,/2

3) 3i-3x_ﬂ
V27 327 3
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5 {x ="x=4/x

Las propiedades de los radicales proveen los medios para cambiar las
expresiones algebraicas que contienen radicales, a una gran variedad de
formas equivalentes. Una de las formas que se usa a menudo es la forma
radical mas simple.

Una expresion algebraica que contiene radicales se dice que esta en la forma
radical mas simple, si se satisfacen las siguientes condiciones:

4 El radicando ( la expresion que esta dentro del signo radical ) no contiene

ningun factor con exponente mayor o igual que el indice del radical ( 4 x°
no cumple esta condicion)

+« El exponente del radicando y el indice del radical no tienen otro factor
comun aparte del 1. ( § x* no cumple esta condicion)

Ejemplos:
Exprésense los radicales en la forma radical méas simple

1. 3/54 descomponemos la cantidad subradical 54 |2
2713

Fx2
354 =/3°-2=33"3/2=332 9 (3
— 3 13
n/ab=1/a-i/b 1
2. 3/16x°y®z* descomponemos la cantidad subradical 16 |2
8 |2
3
Parte literal: 4 |2 2" x2
x* = observemos 2 |2
1

3
\ Miltiplos del indice de la raiz

%

z

%3
8 _ (6 2
y =y-y
Al 79,22
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3/16x°yz™ = 3/(2°x°y°2%) - (2y?z?) agrupamos los términos con exponentes
maultiplos del indice del radical

%/16X3y8211 :%/(stsyszg).W.W.Wﬁlzyzzz
%:%% _ oxy®/37 %03 m: =2Xy223m

3. 3/8xCy? =g/ 22xPy? = 2¥ex®Ioy¥e ey 2By1s _3fox2y e aplico raiz de un
producto y expresar un radical con exponente fraccionario.
Tambien podemos hacer lo siguiente

%/8x6y3 _ g\/ 23X6y3 _ %/(szy)a _ 3><?\)/(2X2y)3 _ §/2x2y
k-n | ak-m — akn/kmA:an//m:n am
En los siguiente ejercicios, en cada paso , enuncie la propiedad aplicada:
4. Ja=222=y2 2

5. \/5x7-\/10x3y3:\/5x7-5-2-x3y3 ?
= (& x"y?)-(2y) ?

?

?

= (5x°y)*-(2y)
= (5x°y)* [ 2y
=5x°y /2y
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2.2.3 RACIONALIZACION DE DENOMINADORES

Racionalizar es buscar que el numero o expresion con raiz, aparezca sin
raiz .

Por ejemplo: \/2 que aparezca 2. Como obtenemos esto: lo explicaremos
mediante ejercicios.

Racionalizar el denominador:

1. % _______———necesitamos que aparezca 2. Para ello multiplicamos

por /2. obteniendo: /2.2 =({2 | =2. Para que la fraccion no se altere,
se debe multiplicar el numerador y el denominador por /2 asi :

3 _ 3 J2_3J2 32

e

2 : .
2. 7= ______»necesitamos que aparezca x. Para ello multiplicamos por
X

(/) . obteniendo (3/x)- (/x| = (3/xJ' = x:. Para que la fraccion no se

- g - 2 ,
altere, se debe multiplicar el numerador y el denominador por (i/?) asi

2 _2 R _23¢ _23¢

R EN R A T

3. En el siguiente ejercicio, en cada paso diga que aplicé

1_41 5
7 J7 '
J1 J7 ,
77
o JT T
7
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/ 32 t’;/:%“b2 . :

a se multiplico el numerador y el denominador por
%/Sb3 %/34b2

3°p? asi: 3/3b -33°b? =33°0° =(3/30) =3b

La idea es multiplicar por una expresion, de tal manera que los exponentes,

de los factores sumen el indice de la raiz y aplicamos propiedades de los
radicales.

i/ 20 §/2a* §/3'* §/2:3'a%’ §/162a°’
3p? -

g3 gf3? gf@b 3b
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TALLER2.2

Excepto cuando se establezca lo contrario, las literales y radicandos
representan nimeros reales positivos.

1. Cambiar a la forma radical. No simplifique

a) 2n5/2 b) X3/2_y3/2 C) (4X)5/7
d) —4a’* e) (2abc®)*® f) (8-u)"*
g) 8(2x—-y)"”® h) 8—u'* )y -3

2. Cambiar a la forma exponencial racional. No simplifique

a) 333x b) J2x+3/2x c) gfu®+v®
d) Ja+b e) & (3xz®)’ f) 4/ (r-t)°
9) t hy Jix+y ) J3-42

3. Simplificar y escribase en la forma radical mas simple.

\/Zm\/g
1 243 -2.,35,,-16 3
) A/ 2) X4/ 64 x y—z ) \/m
2a*
4) 3/-125 5) +f 4/ 2x* 6) 3
3x*y?
7) 3 500a°b°c? 8) \E 9) T

y

10)3/32x®y °z*° 11)}/+a’b? 12)3/ 25a*b°c - 3/ 5a‘h°c
4 749
13)4/16mén® 14N 32m 15)¢/a* (h—a)?

2mn
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16) / 81x*y* 1

7)\/5 18) 3X13y
19)§/ (2x*y™)* Zo)m 21) jé%
22)3 3);;3/ 3 23) 4 3/64x7y* 24) /4/3/8x°y*
25)4y~2\[2x°y" -/ 25x°y* 26)\/§H/W 27)3/ 3x%y? -4/ 3x°y?

8x® |4x* A 2X
28) 5| —5|—5 29)./3u’viw -3/3u’viw® 30)X1—
vt ) i )

4. Racionalicense los numeradores es decir , realice las operaciones sobre la
expresion algebraica que elimina los radicales del numerador.( Esta
operacion es una operacion Gtil en algunos problemas de calculo)

3X 4 4m 5 3
1) _sz 2) V3m3 3) §4y
v 3y 3a
4) —m 5) ET 6) ./ 3abc

5. APLICACIONES

a. Enun dia despejado, la distancia d (en millas) a que se puede ver desde
un edificio de altura h(en pies) se puede calcular mediante d =1.2,/h .

Calcula la distancia que se puede ver desde lo alto de la Torre Sears de
Chicago, que mide 1454 pies de alto.

b. La relacion Largo-ancho del lenguado del Pacifico se puede calcular
mediante la formula L=0.463/w, donde W es en Kilogramos y L en
metros. El lenguado mas grande (comprobado) pesaba 230 kilog ramos.
Calcula su longitud.
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OBJETIVOS

Al finalizar el estudio y préactica del capitulo, el estudiante en tecnologia de
obras civiles deberad ser capaz de:

1.

9.

Nombrar una expresion algebraica como una combinacion de simbolos
representativos reales y de sus operaciones

Sefialar los elementos que integran un termino de un polinomio

Determinar el grado de un polinomio y ordenarlo en forma ascendente o
descendente

Resolver operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division de
polinomios

Aplicar los productos especiales o notables en la simplificacion de
expresiones algebraicas

Tener la capacidad para factorizar expresiones algebraicas mediante un
proceso practico y reflexivo a la vez

Resolver ejercicios empleando el binomio de Newton y el triangulo de
pascal

Resolver operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion y division de
fracciones algebraicas.

Simplificar fracciones complejas 0 compuestas

10.Racionalizar denominadores de fracciones , donde se presente binomios de

laforma a+b, Ja+ /b o §xx3y

11.Interpretar, analizar y resolver problemas de aplicacion.
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3.0 CONCEPTOS FUNDAMENTALES DEL ALGEBRA

La palabra algebra proviene de Ilm al — Jabr w’ al mugaba la, que es el titulo
de un libro escrito en el siglo 1x por el matematico arabe Al Juarismo. El
titulo se ha traducido como la ciencia de la reposicion y reduccion, que
significa traspones y combinar términos semejantes (de una ecuacion). La
traduccion fonética de al - Jabr en el latin popular, llevo al nombre de la rama
de las matematicas que ahora conocemos como algebra

En esta disciplina usamos simbolos o letras como a,b,c, x,y para denotar

numeros arbitrarios. La gran cantidad de formulas que se usan en ciencias e
industria pone de manifiesto la naturaleza general del Algebra. A medida que
avances en el estudio de este modulo y pases a cursos mas avanzados de
matematicas 0 a campos donde estas se utilizan, estaras cada vez mas
consciente de la importancia y el poder de las técnicas algebraicas.

Un avance en la matematica lo constituye el manejo de expresiones simbdlicas
representativas de nameros reales que combinadas mediante las operaciones
de suma, diferencia producto y cociente dan lugar a las expresiones
algebraicas y cuyo estudio se conoce con el nombre de Algebra.

A manera de introduccion al estudio del algebra vamos a definir la
terminologia que se empleara en adelante.

3.1 NOTACION ALGEBRAICA

Los simbolos utilizados en Algebra para representar las cantidades son los
numeros y letras.

Los numeros se emplean para representar cantidades conocidas y
determinadas.

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya sean
conocidas o desconocidas.

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfabeto:
a,b,c,d...

Las cantidades desconocidas se representan por las ultimas letras del alfabeto:
u,v,w,X,y,Zz.
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3.1.2 FORMULA ALGEBRAICA
Es la representacion, por medio de letras, de

una regla o de un principio general.
Por ejemplo, la Geometria nos ensefia:
> El area de un rectangulo es igual al producto de su base por su altura.

Definiendo las variables se tiene:
A= Area

b = Base a
h = Altura
b
3.1.3 SIGNOS DEL ALGEBRA
Suma +
Resta -
) ) Multiplicacion x
Signos de operacion .
Division -+
Radicacion ./
Potencia A
Parentesis ()
Los signos del Signos de Agrupacion Llaves L]
ALGEBRA: Corchete | |
Vinculo
Mayor que >
Signos de Relacion { Menor que <
Igual que =

3.1.4EXPRESION ALGEBRAICA:

Es una combinacion de simbolos representativos de nimeros reales, mediante
las operaciones suma, diferencia, producto y cociente. Ejemplo

XL? . X*+5x+6 , Ja+b , mn?
y+
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3.1.5 TERMINO ALGEBRAICO
Es el producto de una o mas variables y
una constante literal o numérica, no separadas entre si por el signo +o0 -
Ejemplo:
1x3y5z . —2a’bc
OBSERVACIONES
» El producto de x y y , se escribe xy 0 se que el signo "x" se multiplicacion

se omite en la escritura algebraica. Esta omision se aplica a productos entre
letras solas o entre nUmeros y letras.

> Las cantidades separadas por los signos +o - se llaman términos de las
expresiones algebraicas; la expresion x*+5x+6 tiene tres términos.

> Los términos estan formados por nameros y letras multiplicados entre si
I[lamados FACTORES

LRVEIpE
3 y

Factores

> El factor numerico se llama COEFICIENTE NUMERICO o simplemente
COEFICIENTE del término.

> El signo del termino se considera que pertenece al coeficiente
> Si el coeficiente de un termino es 1, se escribe solo la parte literal ( letras)

> El contenido de un signo de agrupacion ( paréntesis) se considera como un
solo termino, respecto al resto de la expresion algebraica

J2Xy° =3x (2 + y? +2°)
R

Ter mino Ter min o

» Un termino consta de cuatro elementos que son : Signo, coeficiente, parte
literal y exponentes

1
+ = XaySZ Exponentes

/ 3 ——
l Parte literal

Signo V.
Coeficiente
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3.1.6 TERMINOS SEMEJANTES
Dos 0 mas términos son semejantes, cuando
tienen las mismas letras afectadas por igual exponente .Ejemplo:

§x4y323 y —4x*y’z® son semejantes por tener las mismas letras con los
mismos exponentes
OBSERVACION:
> Los términos semejantes se diferencian solo en los coeficientes numéricos
» Solo podemos efectuar la suma o la resta de términos que sean semejantes
3.1.6 GRADO DE UN TERMINO
Es la suma de los exponentes de un factor

Literal. Por ejemplo, el grado del término; 4x*y*z es 8 que corresponde a la
suma de los exponentes de un factor literal.

3.1.7 CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Las expresiones algebraicas se clasifican de acuerdo con el ndmero de
términos que tengan

CLASIFICACION EXPRESIONES ALGEBRAICAS
MONOMIO 3x%yz , 4f3abc , m°n
Expresion algebraica que consta de un 4X , 2/3uvw® , abcd
Solo termino

BINOMIO : Polinomio de dos términos

POLINOMIO a+b , x’y-3x®, 6ab-5a’b?
Expresion algebraica que consta de mas

de un termino TRINOMIO: Polinomio de tres términos

—3x%+2x—-6 , a+b+c, 2u®—4uv+5
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3.1.8 GRADO DE UN POLINOMIO :

Es el mayor grado de los términos del
polinomio .Por ejemplo el polinomio 8x*+3x%y® +2x*y — y*tiene grado 9 ya
que el término 3x°y® es el término de mayor grado.

3.1.9 POLINOMIO COMPLETO ORDENADO

Es aquel que contiene todas las potencias de las variables, los exponentes van
en forma ascendente o descendente.

Por ejemplo el polinomio P(x)=10-2x-5x*-7x>+x* es un polinomio
completo en "x", de grado 4, y esta ordenado en forma ascendente.

Ahora el polinomio P(x,y)=3x’+5x*y* —2xy*+y s un polinomio completo
respecto a la letra " x"y esta ordenado en forma descendente y es incompleto
con respecto a la letra "y ", porque le falta el terminoen y° .

Es de tercer grado en "x" y cuarto gradoen "y"

3.1.10VALOR NUMERICO DE UN POLINOMIO

El valor numerico de los polinomios, se obtiene al reemplazar la parte literal
por nimeros reales dados y ejecutar las operaciones indicadas.

Por ejemplo, si P(x) =2x*-3x* —x+4, entonces el valor numérico parax=-2
es:

P(-2) =2(-2)° —3(-2)* = (-2) + 4 =2(-8) —3(4) +2+4
P(-2)=-16-12+2+4 =22

BASE
FUNDAMENTAL
DE LAS

CIENCIAS



135

TALLER 3.1

1. Escriba los siguientes enunciados como expresiones algebraicas

Qe o0 o

El triple de a
Lasumade pyq

La resta entre los tres quintos de m y la raiz cubica de n

La diferencia entre a y b elevada al cuadrado

La suma de tres nUmeros consecutivos

El cubo de un nimero disminuido en tres veces el mismo namero.
El precio de x ladrillos a 200 pesos cada uno Rta $200x

El perimetro de un triangulo equilatero cuyo lado mide t metros
La longitud de una circunferencia cuyo radio mide r metros.

L 4
El volumen de una esfera cuyo radio mide r metros. Rta: 37 r’*metros®

El area de un rectangulo cuyos lados xmetros Yy  ymetros
respectivamente

2. Dados los siguientes poligonos, escriba la expresion algebraica que
representa su perimetro y su area

2X X
y X
Rectan gulo Cuadrado
b
X X
X X
h
X -
Triangulo Equilatero Trapecio
a X
h
-
b B

Triangulo Rectan gulo Parale log ramo



136

3. Para cada uno de los siguientes términos algebraicos, determina su signo,
coeficiente numérico, factor literal y grado

1. 3ab?c? 2. —24x* 3. bu 4. —xy°z
3 2,5 2 2
5. X 6. Zab r 7. 5\/_3hr 8. 2arh
9. x_2y 10. Xyz 11. %ﬁrzh 12. —0.65mn’

4. Determina el grado y el numero de términos de las siguientes expresiones

1. 4x*-2x+10 2. 6mn® +3m?n? —=3m°n
3. —2xy® 4. x*y-5x’y
5. 3a (—ab+c¢) 6. (2x—-3y+4)°

5. Clasifica cada una de las siguientes expresiones algebraicas segun el
numero de términos que la integran

1. 3ac? 2. —24x*—2x* -4 3. 5u-2v? 4. (x+y)® —(x+2y)*
5. X+y+z 6. W 7. x*—2x?+x-1 8. Xx'—4(x+Yy)*+5
Xy 2,28 Xy 1z
9. —X-3x 10. X°y°z C2X%—x— 12, ——Z4+—-7
> y 11. 2x°—=x-5 5 673

6. Ordena ascendente y descendentemente, respecto de cualquier letra, los
siguientes polinomios :

1. Xy -3x%y* —2x° +y° 2. 2x® —x+5x° -3x* +3x* - x°
1
3. §x3z—2xz3—x222+x4 4. 6m®+4m-3m? -1
2 3 2 3 2 3 6 4
5. =Xy —=X"+Xy+Yy 6. a“+a°—7a +8a"+3

7. Escribe un polinomio completo de

<+ Seis términos
4+ Cuatro términos
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8. Calcule el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas si:

2 2
1. 3ac’®-b*+d 2. 24 b V d 3. (c—d)*=(a+b)?

3 a
4 34_2 5. M 6. £+5_a Xd—4
c d 5 b c
3c? 9d? 5 a’+c?
= 8. (a+b)c+d)-—= o 8
2 @+b)e+d)— a2+ d)
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3.2 OPERACIONES CON POLINOMIOS

3.2 .1ADICION Y SUSTRACCION

a. TERMIMOS SEMEJANTES. REDUCCION
En el polinomio:2x3y—4x3y—%x3y observamos que los términos tienen la

misma parte literal con los mismos exponentes, x’y, en este caso decimos

que los términos son semejantes.

Para reducir términos semejantes se efectlian las operaciones indicadas con
los coeficientes y se deja la misma parte literal.

Ejemplo: Reducir los términos semejantes:

> 3%y +4x°y —6x°y —8x°y = (3+4-6-8)x°y = —7x%y

> 3l 3y +2%a® 3abrtpe Ly —3ab:(—3+7ja2 +[1—3—3jab+(—5+1—1jb2
4 2 6 4 6 3 4 3 2 4 6 6 3
B By
4

EJERCICIOS: Reduzca los términos semejantes en cada una de las

expresiones siguientes

1. 3a-7a—-4a+3a-2a
1 5 2

3. Zxy+3xy—Sxy—=x
> y y 3 y 5y

5. ga2b2+zab—iazb2+ab
7 3 21

7. 0.3a+0.3b+15c-0.5a+1.7b-0.6c +2a—3c

9. iam—l_lbm—z +§am—1_ibm—2 _O.Zam—l_i_lbm—z
25 50 5 25 5
1 1 3 1 3 2

11. ~a+=b+2a-3b-—-a-=b+—--=
2973 4° 6 4 5

13. m? +71mn —-14m? —65mn + m® —m? —115m?

10.

12.

14.

16.

J3a+4,/2b+5/2b-7,/3a

x+1

m** +m*?—-2m

1x+1y—§+3y—1x+£y+1
2 27 4 4 67 4
Lailorsasdprace 3+ 2coasb?+c
2 3 7 4 3

2 4

1 3 4 4 4 3 3 3
— X" ==Xy +3X" -y —03x" —=x'y-6+xy-14
5 5 y y 5 y y

0.2r +3t—-25t+0.5r —-4r + 2.5t

X+1 X+2 X+3

-3m™* -=7m

25 tpi025a-0750+ 30
5972 5

—-a+b-c+8+2a+2b-19-2c-3a-3-3b+3c
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b. SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién mas utilizados son: el paréntesis ( ), el corchete
[ ] lallave { }yelvinculo

Las cantidades encerradas por signos de agrupacion representan un solo
término como:
(2x-6)* , 3(x+y+12), (a-b)(a+bh)

PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACION SE PROCEDE DE
LA SIGUIENTE MANERA:

+ Si el signo de agrupacion esta precedido del signo(+), se quita el paréntesis
y se deja la expresidn con sus propios signos.

Por ejemplo: eliminar el signo de agrupacion: (-2x* +3x* + 4)
(-2x° +3x* +4) = -2x> +3x* + 4

+ Si el signo de agrupacion esta precedido del signo (-), se aplica la ley del
producto de signos, y la expresion resultante es la expresion dada, con
signos contrarios.

Por ejemplo: eliminar el signo de agrupacion: —{3a* - 2a+6 |
—{3a®—2a+6|=-3a’+2a-6

Observacion: En un polinomio que contiene signos de agrupacion se deben

suprimir primero estos y a continuacion se reducen terminos semejantes si

los hay.

Ejemplo: simplificar, suprimiendo los signos de agrupacion y reduciendo
términos semejantes

a) 8y—{-7x—[(3y —7x) - (2y —8x)]+5x}
Solucion: Empezamos a eliminar los signos de agrupacion mas internos

8y—{—7x—[(3y —7x) - (2y —8x)]+5x } =8y — { - 7x —[3y — 7x — 2y +8x |+ 5x }



b) -[-

140

8y —{—7x—3y + 7x+2y —8X+5x} =8y + 7x+3y — 7x— 2y +8x —5x = 3x + 9y

a+{_a+(a_b)—(a—b+c)—[—(—a)+b]}]

Solucidon: Empezamos a eliminar los signos de agrupacion mas internos

—[-a+{-a+(@a-b)-(a-b+c)-[-(-a)+b]}]=-[-a+{-a+a-b-a+b-c-[a+b]}]

~[-a+{-a-c-a-bj]=-[-a-a-c-a-b]=a+a+c+a+b=3a+b+c

EJERCICIOS: simplificar, suprimiendo los signos de agrupacion y

10.

11.

12.

13.

14.

reduciendo términos semejantes

(3a-4b)—{[a-(2a+Db)]-a}

—[Bm+{-m-(n-m-2) }+{-(m+n)+(=2n+3) }]
—(a+b)+(-a-b)-(-b+a)+(3a+b)

8x’ +[— 2Xy + yz]—{— X +xy—3y2}—(—x—3xy)
—{c-[-d=(-c—(-d-b)+2)-d]-e}-b

—{-0.02x—[0.4x? + (0.05% +0.7x) |} x

[~ ][+ ) [+ {-[-b+c]-[+ ()]}
(—x+y)—{4x+2y +[-x—y - (x+ Y]}

(=3 (X (X =@y =9 [+ {= (2x+ ) + (-x=8) + 2- (x+Y) |
3u—4v—{u—-(Uu+v)-[(-2u+v)—u]-3v}

v o

%x—(ogy—ozx)—(—Ozlx—OZSy)
2a+{-[5b+(3a-c)+2—-(—a+b-c—-4]-(-a+b) }

BX™ — {4X™ 4 (2" —BX™t) — (2X" — 2X™ 1) 4 (=x™) |- (X" —5X"Y)
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c. SUMA DE POLINOMIOS

Los polinomios son expresiones que representan nimeros reales y por lo

tanto, las operaciones entre ellos cumplen las mismas propiedades de los
numeros reales.

Para adicionar dos 0 mas polinomios se hace de la siguiente forma:

4 Ser ordenan los polinomios en forma ascendente o descendente

+ Se escriben los polinomios uno a continuacion del otro precedidos del
signo mas (+), 0 uno debajo del otro tal que los términos semejantes
queden en la misma columna.

+ Se reducen términos semejantes.

EJEMPLO 1
Sumar los polinomios P(x) =3x* —4xy+y®> , Q(x) = -5xy+6x* -3y’ Yy
R(x) = -6y® —8xy —9x°

Solucion:Ordenamos los polinomios en forma descendente o (ascendente)
y con relacion a x

P(x)=3x"—4xy+y*, Q(x)=6x"-5xy-3y*> Yy R(x)=-9x*-8xy-6Yy’

METODO 1: Indicamos la adicion colocando los sumandos dentro de
paréntesis precedidos del signo mas (+)

P(x)+Q(X) + R(X) = (3x* —4xy + y*) + (6x* =5xy —3y?) + (- 9x* —8xy —6y?)

=3x" —4xy + y* +6x> —5xy —3y*—9x* —8xy — 6Yy* Eliminamos

= 3x? + 6x* —9x? — 4xy — 5xy —8xy + y* —3y? —6Yy? pRaren'teS|s i

B 2 ) eunimos términos
=(3+6-9)x"+(—4-5-8)xy+(1-3-6) y semejantes
=17xy -8y’

METODOZ2: Colocamos los términos semejantes en columna para facilitar
la reduccion

3x% —4xy +y?
6x> —5xy —3y?
—9x* —8xy —6Y?

P(x) +Q(X)+R(X) = —17xy -8 y?
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EJEMPLO 2. Sumar los polinomios

1 2 1 3 3 1 1
P(X)==x3+2y° —=x?y+3 , Q(X)=——xX’y+—xy’ —=y* Y R(X)=-=y>+=xy*-5
(x) =X +2y" =Xy QU)=—1 XY+, -2y Y RO)=—Zy +oxy

Solucion: Escribamos los polinomios en columna, ordenandolos con respecto
a x, y en forma descendente.

1 3 2 2 3

—X" ==Xy + 2y° +3
3 5 XY y
1 2 3 2 3
— Xy + =Xy’ —=
10 y 4 y 7y
1oz 1.

gV Y S _28-6-7 _15 _

14 14

1, 1, 7 , 15 ,
=X ==XY+ Xy +—Yy -2
3 2 y 8 d 14y
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d. RESTA DE POLINOMIOS

En la resta de polinomios, utilizamos el mismo principio de la resta de
numeros reales.

+ Ser ordenan los polinomios en forma ascendente o descendente
+ Se coloca el minuendo y a continuacion el inverso aditivo del sustraendo
4+ Se reducen términos semejantes.

Recordemos: si del nimero & queremos restar b, escribimos:
a—-b=a+(-b)

En general para sustraer polinomios se debe hacer lo siguiente:

Ejemplo: De P(x) =3x*+y*-5xy Restar Q(x) = —y* +3x* — 2xy

Solucion: Ordenamos primero los polinomios

De P(x) =3x*-5xy + y* (minuendo) Restar Q(x) =3x*—-2xy—y* (sustraendo)
Indicamos la sustraccion:

P(x) - Q(x) = (3x* —=5xy + y*) — (3x* — 2xy — y?)

=3x% —=5xy + y? —3x° + 2xy + y* = —3xy + 2y?

|| P (x) —Q(x) = —3xy + 2y?

También podemos efectuar la sustraccion cambiando cada uno de
los signos de los términos del sustraendo y colocandolos debajo de

los términos del minuendo, teniendo en cuenta que sean términos
semejantes, a continuacion operamos como en la adicion.

3x% —5xy + y?
—3x% +2xy + y°

—3xy+2y°
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Ejemplo: Restar P =-m* +Lmen? ~2mn® De P, — 2+ 2 men? < tmn® -6
8 9 11 14 3

Solucion: Los polinomios ya estan ordenados con respecto a m

SUMA'Y RESTA COMBINADA

Ejemplo: Restar la sumade x®—y®, —2x*y +5x3y? = 7x?y* —3y° , 6xy* — 7x°y? -8 de
la suma de — x®y? + 7x*y +11xy* con —xy* -1

Solucion:
X5 S
—2x*y +5x%y? —7x%y? -3y° Py =Xyt by
—xy* -1
~7x%y? +6xy* -8 y
x* —2x'y —2x3y? —7x2y? + 6xy* —4y° -8 7xty — x%y? +10xy* -1

Efectuamos la primera suma que Efectuamos la segunda suma que sera

sera el sustraendo (No olvidar el minuendo (No olvidar ordenar los
ordenar los polinomios) polinomios)

Esta suma es el minuendo, luego debajo de ella, con los signos cambiados, la
suma anterior que es el sustraendo, entonces:

7x'y = x%y? +10xy* -1
— X+ 2x'y +2x°y? + TX°y® —6xy* +4y° + 8

—x°+ Xy + X3y +TXPYS +Axyt +4y° +7
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3.2.2 MULTIPLICACION

En la multiplicacion de expresiones, utilizamos los mismos criterios de la
multiplicacion de los nUmeros reales

a) PRODUCTO DE MONOMIOS ENTRE SI

Para multiplicar monomios entre si se efectla el producto de los coeficientes y
la parte literal se opera como el producto entre potencias indicadas.

RECUERDE:
» Cuando se multiplica los coeficientes se aplica la ley de los signos

LEY DE LOS
SIGNOS

(+)e(+)=(+)
(=)o (=) =(+)
(+)e(-)=(-)
(=)e(+)=(-)
» Aplicamos a las letras el producto de potencias de la misma base
aman — am+n

Ejemplos: Multiplicar

» (-3x°yz®) - (Txy’z°) = —21x*y*2®

1 3 10 1.-3-10-3
P ==Xy [ ==xy? | = =x5 |- (-3xy )=+ x°y® = 3x%y°
(2 yj(syj(s j( ) (2-5-3-1)y y

> _£a2x+lbx—3c3 . _ﬁax—3bx—3 =4 244 a2x+1+x—3bx—3+x—303 =§a3x—2b2x—6
11 7 11-7 7

> (_Xayb) X (Xzyb+l) . (Xl—az) — _Xa+2+l—ayb+b+lz — _X3y2b+lz
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b) PRODUCTO DE UN MONOMIO POR UN POLINOMIO

Para multiplicar un monomio por un polinomio, se multiplica cada uno de los
términos del polinomio por el monomio segun la propiedad distributiva del
producto respecto a la adicion o de la sustraccion.

Recuerda a,b,ceR,a-(b+c)=(b+c)a=a-b+a-c

La habilidad de algunas personas para realizar operaciones rapidamente,
consiste en aplicar mentalmente, las propiedades de los nimeros reales. Asi:

(16)-(13) =16(10+3) = 208
Ejemplos: Realizar las siguientes multiplicaciones
» (a®-4a’ +6a)-(3ab) = (3ab) - (a%) — (3ab) - (4a?) + (3ab) - (6a) = 3a*b —12a% +18a’b

a’—4a’+6a
3ab
3a’h-12a°b+18a’b

Otra forma.

P (=3x°Y) - (XY = 3x7y? — x*Py*) = (=3x%Y") - (x**y) + (3X7Y™) - (3xY?) + (3XPY™) - (x*°y*)
(—3x2ym) ) (xa+ly —3xay2 _ Xa—2y4) _ _3Xa+3ym+l +9Xa+2ym+2 +3Xaym+4
Otra forma
Xa+1y _ 3xay2 _ Xa72y4
—3x2y’“

_ 3Xa+3 + 9Xa+2ym+2 + 3Xaym+4

> Multiplicar 2,6 _Lyay2  3yope Lo por _5,sp
5" 3 5 10 7

2 6 1 4.,2 3 2,,4 1 6
=x° Xy =Xyt - =
5 3 y 5 y 10y

5
——ax'y

2 3,10,,3 5 3.8,,5 3 3y5,,7 1
——ax y’+—aX’y’—=a’x’y' +—a
7 y 21 y 7 y 14

3y4y,9
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Ejemplo:

Escribir un a expresion algebraica que me represente el volumen de la figura
dada

‘|
Solucion: La figura anterior se puede se descomponer en dos figuras,

Volumen = x-3x-3x = 9x° Volumen = x-3x-2x = 6x°

2X

—3x—

El volumen de la figura sera la suma de los volimenes de las dos figuras es
decir el volumen total sera:

V.

o = 93X +6x° =15x%°

c) PRODUCTO DE UN POLINOMIO POR UN POLINOMIO
Para multiplicar dos polinomios, se multiplica cada uno de los términos de un
factor por todos los del otro en la forma que se multiplican monomio, se

reducen términos semejantes y se ordena el resultado

Nota: ordenamos los polinomios en forma ascendente o descendente con
respecto a la misma letra y luego efectuamos el producto.

Ejemplo: Multiplicar x*+xy+y* por x-vy

Solucién: Los polinomios ya estan ordenados:
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3

P (XY +y*) - (x=y) = X (X =)+ Xy (X =) + Y (X y) = X =Xy + Xy —xy* + Xyt -y
(X2+xy+y3)-(x-y)=x-y° (Se reducen términos semejantes)

Otra forma es colocando los polinomios ordenados, uno debajo del otro. Los
productos parciales se escriben en columna teniendo en cuenta que los
términos sean semejantes para poder efectuar en forma vertical la reduccion de
términos

X2+ xy +y?

X—y

_ X2y _ XyZ _ y3

X —y?

Ejemplo: Multiplicar m* —2m®n+3m®n® —4n* por n®-5mn®+3m’n-m®

3

Ordenamos los polinomios con respecto digamos m y efectuamos el producto
en la forma usual.
m*-2m°n+3m°n®*-  4n*

—m®*+3m?n-5mn? +n?

—m’ +2m®n -3m°n? +4m*n*
+3m°n—6m°n® + 9m*n? —12m®n®
—5m°n® +10m*n® —15m®n* +20mn®

+ m*n®=2m®n* +3m?n° —4n’

m’ +5m®n—214m°n? + 20m*n® —=13m*n* — 9m?n® + 20mn® — 4n’

Ejemplo: Multiplicar x™* +2x"? —x"* por x*+x

Solucién: Ordenamos los polinomios en forma ascendente

n+2 _ ,n+3

X"+ 2x X

X + X2
X" 42X

n+3 _ \n+4

X

n+3 n+4 n+5
— X

+ X' 42X

n+3 n+5

X" 43" 4 XM —x
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Ejemplo: Multiplicar 1%y 1y, %y pors. 1, 1,
2 3 4 4 2 5 10

Ordenamos los polinomios en forma descendente

Loyl byl T m T w
4 3 1 5 2 40 40 40
3,1, 1 3.1 _1_9-3-8_79
27 100 5 440 15 120 120
3 1 3 3
e I T G G
8 2 8
1 4 3 2
+—x =X - X"+ X

3., 21, 47, 79 , 1 1

— X+ —X = — X+ —X +

8" 40" 1200 1200 10" 10

d) PRODUCTO CONTINUADO DE POLINOMIOS

La operacion se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera
; este producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el
factor que queda.

Ejemplo: Efectuar 4(a+5)(a-3)

Solucién.
Efectuamos primero el producto 4(a-+5) = 4a +20.Este producto la multiplicamos
por (a-3) Yy tendremos:

4a + 20
Sa3 4(a+5)(a3) = 4a’ +8a— 60
4a®+20a
-12a-60
4a’ +8a—60

Otra forma de resolverlo es aplicando la propiedad distributiva del producto
respecto a la adicion o de la sustraccion.

4(a+5)(a—-3)=(4a+20)(a-3)=4a(a—3)+20(a—3)=4a’—-12a+20a—60 =4a’ +8a—60
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Ejemplo2: Efectuar 3x(x* —2x +1)(x —1)(x +1)

Solucion: Por la ley asociativa de la multiplicacion, podemos hallar el
producto de 3x(x’-2x+1); después el producto de (x-1)(x+1) Yy luego
multiplicar ambos productos parciales. Veamos:

3x(x* —2x+1) = 3x> —6x° + 3x
(Xx-D)(x+) =x*+x-x-1=x*-1

Ahora multiplicamos los dos productos parciales
(3x® —6x° +3xX)(x* —1) = 3x*> —=3x* —6x" + 6x° +3x* —3x = 3x* —6x* + 6x* — 3X

3x(X* = 22X+ D)(x =1 (x +1) = 3x* —6x* + 6x* —3x

W _ oy 1 w1 3x% —6x” +3x
3x x+1 x* -1
3%° _ 6x2 4 3x X_x = 3 _6x' +3%°
+x-1 —3x%+6x* —3x
x> -1 3x° — 6x* +6x% —3x

e) MULTIPLICACION COMBINADA CON SUMA'Y RESTA

Recuerde que en este tipo de operaciones, por la jerarquia de los operadores
tenemos:

1. Efectuar los célculos dentro de los signos de agrupacion
2. Multiplicar y dividir en orden de izquierda a derecha
3. Suma y resta en orden de izquierda a derecha

Ejemplo 1 Simplificar (2x—-3)(x—4) +3(x —1)(x + 2)
Solucion: Efectuaremos primero los productos y luego sumaremos sus
resultados:
(2x=3)(x—4) = 2x(x—4) = 3(x —4) = 2x* —=8x —3x +12 = 2x* —11x +12
3(x=D(x+2)=Bx=3)(x+2) =3x(x+2)-3(x+2) =3x* +6x—3x—6 =3x* +3x -6
Ahora tenemos:

(2x =3)(x—4) +3(x —1)(x + 2) = (2x* —11x +12) + (3x* + 3x —6)

=2x* —11x+12+3x* +3x -6 =5x"—8x+6

2X —3)(X—4) +3(x=1)(x+2) =5x> —8x +6
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Ejemplo2: Simplificar [(x+y)? —3(x-y)?]- [(x+ y)(x=y) + x(y = %) ]
Solucion:
Primero resolvemos las potencias:
Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por si misma. Asi:
(X+Y)2 = (X+Y)(X+Y) =X(X+Y)+Y(X+Y) = X2+ XY+ Xy + y> = X +2xy + y?

(X=y)" = (x=Y)(x=y) =x(x=y) +y(X=y) = X" =xy —xy + y* = X" = 2xy + y°
Ahora resolvemos los productos

3(x—y)® = 3(x* —2xy + y?) = 3x* — 6y + 3y?
(X+Y)(X=y) =X(X=y)+y(x=y) = X" =xy +xy - y* = x* - y*

X(y —X) = Xy — x°
Reemplazando en la expresion dada tenemos:

[0+ )7 30— 9y [+ ) x =) + x(y -9 ] =

= [(x2 +2xy + y?) — (3% — 6xy + 3y?) ] [(x2 — v +(xy - x2)]

= [x2 +2xy + y? —3x% +6xy — 3y° ]-[x2 — Y Xy — xz] Se eliminan paréntesis

= [-2x® +8xy—2y? | [xy - y*] Se simplifica

= =2X2(xy — Y?) +8xy(xy — y?) — 2y?(xy — y?) = =2x°y + 2x%y? + 8x°y® —8xy°® — 2xy°® + 2y*
= =2x2(xy — y2) + 8xy(xy — y?) — 2y*(xy — y*) = =2x°y + 2x°y® + 8x’y? —8xy’ — 2xy® + 2y*

=-2x%y +10x%y* —10xy® + 2y*
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3.2.3 DIVISION DE POLINOMIOS

En la préactica la division exacta de polinomios se nos puede presentar tres
casos importantes:

> Division de un monomio por un monomio ( visto anteriormente)
> Divisién de un polinomio por un monomio
> Division de un polinomio por un polinomio

a. DIVISION DE UN POLINOMIO ENTRE UN MONOMIO

Para dividir un polinomio entre un monomio se divide cada uno de los
términos del polinomio por el monomio separando los cocientes parciales con
sus propios signos. Esta es la ley Distributiva de la division.

Sea (a+b+c)+m.Tendremos RECUERDE:
a+b+c _a b ¢ n,a%=1 , 8 _;

(a+b+c)+m= ;
m m m m a

Ejemplos Dividir los siguientes polinomios entre los monomios

x*—5x®—10x*+15x  x* 5x* 10x* 15x X,
= - - + =——+X+2x-3
—5X -5x -5x -5x -—-5x

>

> 4ax+4bm—1 _ 6ax+3bm—2 + 8ax+2bm—3 4ax+4bm—l 6ax+3bm—2 8ax+2bm—3
_ X+2},m-4 = _ Xt2pm-4 _ X+2}ym-4 + _ X+2}ym-4
2a*"b 2a™"b 2a*"b 2a™"b

— _Zax+4—x—2bm—l—m+4 + 3ax+3—x—2bm—2—m+4 _ 4ax+2—x—2bm—3—m+4 — _2a2b3 + 3ab2 _4a0b

4ax+4bm—1 _ 6ax+3bm—2 + 8ax+2bm—3

— =—2a’’ +3ab® - 4b
—2a"b

e 2 1 1 1
> Dividir £x4ye - Zx3v4 + =x2y® —xy® entre —=xy?
XY XY XY c y

1 1 2 1 1 1
SV T 3vA £ T x2y5 b EVERVE =3y L y2y5 Y
3 y 5 y 4 y =Xy _ 3 y 5 y . 4 y 1 y
) S) S) ) )
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2 4,,3 1 3,,4 1 2\,5 6
XY XY+ XY =X
3 y 5 y 4 y =Xy

1 3
o
5%

5
= X+ X’y — = xy? +5y°
3 y 4 y y
Ejemplo: El volumen de un blogue de concreto de la forma de la figura

40x° +50x*. Encontrar el area de la region sombreada

Solucion: El volumen v de la figura es igual al area
B de la base por laaltura h es decir

_l_ V =B-h
10x El area de la region sombreada es igual al area de la
J_ base de esta figura, luego para hallar su area se tiene:
3 2 3 2
B :!: 40x° +50x _ 40 x +50x A% 4+ 5x
h 10x 10x  10x

Por lo tanto el area de la region sombreada es de 4x* +5x
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b. DIVISION DE UN POLINOMIO ENTRE OTRO POLINOMIO

Al dividir dos numeros podemos tener lo siguiente, por ejemplo:
Cociente
24|j_ N E:4 ZGIJ_ N EZG_’_EResiduo
0 14 6 216 4 4 Divisor
\ Division exacta \

Residuo cero Re siduo 26=6x4+2

. .. a Divisor
ocurrir lo siguiente:

En general: En la division de dos nimeros puede Dividend .
R ‘

Residuo C cCociente

a ) a .
B = Cociente , B = Coclente + — Re siduo

Divisor
Division exacta Division inexacta
Residuo cero Residuo diferente de cero

Veamos que ocurre en la division de polinomios

Para dividir un polinomio entre otro polinomio se ordenan en forma
descendente respecto de una variable y se disponen sobre el algoritmo de
Euclides

En general para dividir polinomios se tiene:

» Se ordenan el dividendo y el divisor en forma descendente o ascendente
con relacién a una variable

Si en el dividendo hacen falta términos se completa con cero

El primer termino del cociente es el resultado de dividir el primer termino
del dividendo entre el primer termino del divisor

Este resultado se multiplica por cada término del divisor y su producto se
resta del correspondiente termino semejante del dividendo.

Se repite el proceso en forma sucesiva hasta terminar la division.

YV V VYV

Observacion:

> Ladivision es exacta si su residuo es cero.
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> La division no es exacta si el residuo es diferente de cero y de grado
menor que el divisor. ( cociente Mixto )

En la division de polinomios, estos lo podemos expresar en forma similar al
de los numeros reales, pero con polinomios P(x) y Q(x)

Dividendo P (x) X) Divisor
Residuo R C Cociente

. ..., P (x . :
Si la division es exacta entonces: Q:Cocuente es porque el residuo es

Q(x)

cero
. ., . P(x . Residuo

Si la division es inexacta entonces: PO _ Cociente + ————— , €S porque el
Q(x) Divisor

residuo es diferente cero

Ejemplo 1: Dividir m*-11m+30 entre m-6

Solucion: El dividendo y el divisor estan ordenados en orden descendente con
relacion a m

Dividimos el primer termino del dividendo entre el primero del divisor y se
2

tiene ™ =m. El termino hallado 5m
oom _ Ahora dividimos -=—=-5(segundo
(primer termino del cociente)  se m

multiplica por el divisor para hallar || termino del cociente) que al

m? —6m que se resta del dividendo multiplicarlo por el divisor y restarlo
del dividendo se obtuvo como residuo
m>=11m+30 | m-6 CEro.
—m?+6m m-5
—5m+30
5m—30 m?>-11m+30 _

m-5

m-6

El cociente es m-5
La division es exacta porque el residuo es cero
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Ejemplo 2: Dividir a®+3ab®-3a’h-b* entre a-b
Solucién: Ordenamos los polinomios en orden descendente con respecto
digamos a la variable @ y efectuamos la division

a®-3a’h +3ab?-b® | a—b

_a+a’ a’—2ab+b’
T _2a’h +3ab?
2a’h — 2ab?
ab® —b®
—ab®+b® ) . .
5 a’+3ab°—-3ab-b 2% —2ab+b?

a-b

El cociente es a* —2ab + b’
La division es exacta porque el residuo es cero

Ejemplo 3: Dividir x" -5x°y? +8x"y* —6x°y® —5x°y® +3xy™ entre x* —2x%y? + 3xy*

Solucién: El dividendo y el divisor estan ordenados en orden descendente con
relacion a X

x" —5x%y? +8x7y* —6x°y°® —5x°y® + 3xy10|x5 —2x%y? + 3xy*
— x4 2x%y? —3x7y* x6—3x4y2—x2y4+y6

—3x°y? +5x"y* —6x°y°

3x’y? —6x"y* +9x°y°

—xTy* 1 3x%y® —5x3y®
xTy4 —2x5y® + 3x3y?

x°y® —2x3y® +3xy"°
—x°y° +2x°y® —3xy™
0

X" —5x°y? +8x’y* —6x°y® —5x°y® +3xy*®

x° —2x%y? + 3xy* K=Y XYy

El cociente es  x° =3x*y* —x*y* +y°
La division es exacta porque el residuo es cero
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Ejemplo 4: Dividir a*?-2a*+8a**'-3a"? entre 3a*?-2a*"+a"

Solucion: Ordenamos en orden descendente con relacion a a. Podemos
observar que falta el término a** , donde dejaremos un espacio.
X+2 _2ax +8ax—l _3ax—2 a)< —Zax_l +3ax_2

a

—a?+2a"" -3a* a’+2a-1

2a** -5a* +8a**

-2a* +4a* -6a*"!
—a*+2a**t-3a"?
a*—2a""'+3a*?

0

ax+2 _2ax +8ax—l _3ax—2 )
=a“+a-1

3a*?2-2a*'+a*

El cociente es a*+a-1
La division es exacta porque el residuo es cero

Nota: puede verificarse, cuando la division es exacta, multiplicando el
divisor por el cociente, obteniendo el dividendo.
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Ejemplo 5: Dividir

1 2 1
9 3nz—%m n® +1m —Em n+7mn —§n5 Entre Em3——m2n+—mn2——n3
40 60 2 6 6 8 4 2 5 4

Soluciéon: Ordenamos los polinomios en orden descendente con respecto
digamos a la variable M y efectuamos la division

1m5—§m“n %m n —&m n® Zmn“—§n5 3 51 , 2 5, 1.4
2 6 40 60 6 8 ~m’—>m’n+—-mn?-n
1 1 4 1 : 2 2 2
-=m’+=m'n—-—m’n*+ =m’n’ 2 2 5

2 3 15 6 gm —gmn+5n2

99 101 1 5 7 5 .
m n ——mM n —m —*m n+— mn ——nN
40 60 2 6 6 8

§m3 —1m2n+gmn2 —En2
4 2 5 4

El cociente es 22 _ 20422 Y el residuo cero
3 2

99 4 _207-32 265_53 101 1 _-101+10 _
40 15 120 120 24 60 6 60
15 40

L4 _-91+16 i 5 20
1 10

5

1

mcm =120
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+« COCIENTE MIXTO

Cuando el dividendo no es divisible exactamente por el
divisor, la division no es exacta, nos da un residuo y esto origina los cocientes
mixtos, asi llamados porque constan de entero y fraccionario. Cuando la
division no es exacta debemos detenerla cuando el primer término del residuo

P(X) _ Cociente+m , cociente mixto
Q(x) Divisor

Recuerde. La division de

es de grado inferior al primer término del divisor.

Ejemplo: hallar el cociente mixto de:

a. m*—11m?+34 entre m*-3

Solucion: El dividendo y el divisor estan ordenados en forma descendente
con relaciébna M

m* —11m? + 34 | m* -3
—m* + 3m? m* -8
-8m? +34
8m? — 24
10 —Residuo

m

b. 8a®-6a’ +5ab*-9b® entre 2a—-3b

Solucion: El dividendo y el divisor estan ordenados en orden descendente con
relacion a la variable a

8a’ - 6a’b+5ab>-9b° | 2a—-3b
—8a’+12a’b 4a’ +3ab + 7b
6a’b + 5ab’
—6a’h + 9ab?
14ab’ - 9b°
—14ab® + 21b° 8a® —6a’b +5ab® —9b®

2
_4a% 1 3ab+ Th? + 2

2a—-3b 2a—-3b

Residuo 123
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Nota: Hemos detenido la operacion al ser el primer término del residuo 12b* de grado

cero con relacion a la a y el divisor es de primer grado con relacion a.

TALLER 3.2

I. Hallar lasuma de los siguientes polinomios

1. 5x°—3xy+4x* =5y , 4x° =2x" =3x+7x® =9+ 7x* , 2x* —9x> +5x° —8x* + 7 — X
2. a-b,b-c,c+d,a-c,c-d,d-a,a-d

3. —7x—4y+6z;10x—-20y—-8z ; —5x+ 24y + 2z

4. 5a*-3a"-7a";-8a"+5a"-9a" ; —-11a* +5a" +16a"

5. a’-b’; 5a’h-4ab’; a’-7ab*-b’

6. a**-a*+a"t; -3a"”-a"+a¥?;a*+4a"-5a"* ;a*t —a¥? +a*?

7. a'-b*; -a’h+a’h*-ab’; -3a*+5a’v-4a’w*; —4a’b+3a’b* -3b*

8. 0.7x°y—0.6xy+3.5y ; 2x°y—1.6y+3;: —x’y+3xy—2.5

lx2+1xy lxy+1y2 -zxs—éxy+§y2
2 37 27 4 "3 276
10. =X +X—6; X*~7x*+5; —x*+8x-5
11. a®-a*+a’ ;§a5—§a3—la ,—§a4—§a2+6 , —~a-6
5 8 2 7
12. x“+2x2yz+gy4 ; —Ex“+—x2y2——xy3——y4 ; ——x3y——x2y2+£y4
7 6 8 6 14 6 4 7

I1. Halle la solucién de cada uno de los siguientes problemas. De la solucion en
forma de polinomio

1) Tres amigos reunen la plata para comprar una torta. El primero aporta
(x—4) pesos, el segundo (x+30) pesos y el tercero 7x pesos. ¢Cual es el
precio de la torta?

2) Escribir el polinomio en su forma mas simple , que exprese el area y el
perimetro de cada figura
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3) Una construccion registra diariamente el moviendo de materiales:

Primer dia: 50c+1000d +7m

Segundo dia:  90c+200d

Tercer dia: 100c

Cuarto dia: EC—Ed +§m
9 4 3

Quinto dia: 4—;’Oc+81d —%m

¢ Cual fue el movimiento total de materiales?
4) ¢Cual es el perimetro de un rectangulo si el ancho es la mitad del largo?

5) ¢Cudl es la suma de los perimetros de la circunferencia y del cuadrado de
la figura dada?

I SN 2X
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I11. Efectuar las siguientes restas

1. (2x*+3x+8)—(5-2x+2x%)

2. (-13wW° + 4w’ —w®) — (=2w° —w* + 2w°)

1, 1 1 3, 5 2
3. | za*+=-a-=|-| ——a"——a+—
8 2 4 2 3 3

1 35, 7, (7, 2 1 3,
4, | ==X+—==X+=X° || =X —=X+>—=X
3 4 2 5 5 3 4 2

5. De x*+y?-3xy Restar —y* +3x* —4xy
6. De a’h+6a’n®-18ab®+42 restar 8a° +9b° —11a*h® —11a’0*
7. De 1-x*+x*—x*+3x-6x> Restar —x°® +8x* —30x* +15x — 24
8. De La’ Restar —La’—Lap+2p?

2 4 3 5

9. De Ea+§b—zc+§d Restar —lb+1c—ld+Z
2 5 8 9 20 8 9 8

10.De a**-9a**+a*? Restar %a“ +a —%a“’ +a*?

11.Restar _Ec“d +3d5—§c3d2+§cd“ de 35, Llcage Lgs, Teegry ctd 35
11 13 6 4 g8 2 3 12

12.Restar —x*>+5x-34 de x*+x®-11x

13.Restar —5x°y +17xy* -5 de x*+y°®

14 .Restar —1x2y+§xy2—zx3+6 de §Xyz—zxzy+lxg—lyg—E
6 4 3 8 9 3 11 5

15.Restar 12a*°h™" de —%a”bbm+n
16.Restar 7x’ +5x° —23x> +51x+36 de x®—x°+3x* -5x* -9
17. [(5&12 +a)+(—a+ 2)]— (2a*+3a-1)

(5x° +3x—2) + (-9x* —5x)] (2x+5)

18. |
19. [(ab +bc + ac) + (—7bc +8ac — 9) |- [ (4ac — 3bc + 5ab) + (3bc + 5ac — ab) |
20. {

24z b2 —ab [sz —Zab+3a2j+(—éa2 —4b% + 2abﬂ—{(ib2 -a? +6abj—[§a2 —ZbZH
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IVV. (sumay resta combinada de polinomios )
a) Delasumade x*+5 con 2x—6 restar lasumade x-4 con —x+6

b) De lasumade 2a*+b con a*—b restar lasumade -7a*-b+1 con b-1

c) Restar 3_ 15, q¢ delasumade tai-3a42a%; 8445 24 85,1, 2
8 12 2" 5 6 8 3 4° "6 3

d) Restar lasuma de a®-7a?+9 ; —20a*x+21a®x® —19ax*; x° —7ax* +9a’x? —80
—-4x°+18a°x“ -8 ; —9a"x—-17a°x" +11a“x” ; a’ +
de lasuma de —4x°+18a°x* -8 ; —9a*x-17a’x* +11a°x® ; a° +36

e) De —7x%y restar lasuma de 4xy?—x® con 5x’y+y?

V. Escribir un polinomio en forma mas simple para el area de la region
sombreada de cada figura

2X

2X
V1. Efectuar los siguientes productos ( Polinomio por monomio)

1. 3x(2x* —5x+7xy)
2, (—%azbj~(a+b+c)

3. _£a2x+lb2 +§a2xb3 _£a2x+2b . (a2b3)
3 4 4
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N

VII.

(—4a*™" +2a* —3a* ") (2a%)

2 4 Lmen = 2mn? —Ene’j- —Emzn"‘j
3 2 6 9 4

(Xa+5 _ 3Xa+4 + Xa+3 _ 5Xa+1) . (_2X2)

(0.5x) - (1.5%* —0.3x + 2.5%%)
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Escriba la expresion que representa el area en cada uno de los siguientes

Poligonos (grafique y defina las variables)

o 0T

disminuida en 6

De un cuadrado de lado 12cm
Un rectangulo de lados a y b
Un triangulo de base 8 dm y altura 12 dm

Un terreno rectangular si el largo es igual al ancho aumentado en 4
Un triangulo si la altura equivale a las dos terceras partes de la base

VI1II. Multiplica los siguientes polinomios y ordena la respuesta.

10.

11.

12.

13.

(x+2)-(x+2)
(a—b)(a+b)
(X+y+2z2)(X+y+12)
(4x+3)(4x+3)(4x+3)
(2x=5)(3x-7)
o)
Wx=Vy)-(x+yy)
(a® +b)@" +a™* +b")
2X(4x +1)°

(a—6)(3a* —4a+?2)
(x+y-2)°

(X +y*)?

(a7 =b"")-(a-h)

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25

(X*+1+X%)-(x* =x-1)
(XP+y2+22—xy—Xxz—Yy2)-(X+Yy+12)
(a-b)-(a’+ab+b?)

(a+b)-(a*—ab+b?)

(a"b—a""b? +2a"%b* —a"*v*)(a"b® —a"*b*)
@ +b*)(@"+b™)

(y* -2y +1(y* -2y*+2)
oo
s

X+ y)(x* =y + xy? —xy® + y*)

(X1/3 _ y1/3) . (X2/3 + Xl/3yl/3 + yl/3)

“ax—=x’+=a’ |-|-=x’—ax+=-a
3 2 2 2 3



IX. Efectuar los siguientes productos)

X. Simplificar ( multiplicacion combinada de sumay resta )

10.
11.
12.
13.

14.

(a—b)(@® —2ab +b*)(a+b)
3(a-4)(a-(a+1)(a+4)

a* - (@ +b*?) - (@ —b**2) . b
(1—x=x3)-(x=1) - (x* +x+1)

1 1
(Zx—4J-(2x+4)

5[4 1., 4
(2-a)-(2+a+5a’) (9 3a+a )

8x-(x+1)-(7x6 —%)-(x—l)

(3u+1)-(2u—3)-6u(u’+2)
(a—b+c)-(a+b)—(b*—ac+a?)
3, x)(8 4 x> 3x
(SX _4j‘[3+x]+[12_2J
(a+b+c)-(a+b-c)—(a+b)?
3 e5) =
a+=||a-=|+—

8 8) 64
(a+c)’—(a—-c)’
4m® —5mn’ + 3m?*(m? + n®) —3m(m? —n?)
(m+n)?—=(2m+n)? + (m—4n)?

(X+Y+2)°—(X+y)(X=y)+3(X* +xy+ y?)

[(m+n)(m-n)—(m+n)m+n)]-[2(m+n)-3(m-n)]

x(a+x)+3x(a+1) - (x+D(a+2x) — (a—x)?

x—[3a+2(-x+1)]

{a+b-2(a-b)+3{-[2a+b-3(@+b-1)}-3[-a+2(-1+a]}
5{—(a+b)—3[-2a+3b—(a+b)+(-a-b)+2(-a+b)]-a}

165
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XI. APLICACIONES

a. Escribir el polinomio que exprese el area de cada figura

N
/|

—e-2—f

X+3

4x +1

b. Escribir un polinomio para el area de la parte sombreada ( cuadrado)

5y-2

c. Se quiere hacer una caja sin tapa cortando cuadrados iguales en las
esquinas de una hoja de ldmina de 12x15 pulgadas y doblando sus lados.
Escribir in polinomio para el volumen de la caja

2X+1

X
[ - T
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d. Escribir un polinomio para el volumen de cada figura

2X+1 T
I X -
P
T | X -
' - T
- - = -
4 l— X—p 3X+2 l q 7
7 L Vv
’ 74 *
LKL

— 3x+1—

XI1. Efectuar las siguientes divisiones

1. (—8x* —4xy) =(4x)

3. (x1’2—2x3’2—5)+(x“2)

4, (%a“l —%ax‘l —%axj +(%ax‘2j

5. (x*=5x>-10x* +15x) + (-5X)

6. (a™" +a"™ " —a"h"*) = (a’h’)

7. [§x4y3—%x3y4+%x2y5—xy6)+(—éxy3j

8. (4y*+2y* +4y* )+ (4y" Y

9. (ma3x+ 36 a” -4 ax)+(ﬁax)

10. [8(x— y) —6(x—y)*+10(x - y)2]+[2(x— y)? ]
11. (0.5a°0* +1.5a’h® —0.8ab*) = (0.5ab?)

2 ai1gas2 1 a2 au 44 .3 2
12. | ——X " ——X = —X
( 11 y 7 y 7 y
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XIIl. Halle los cocientes

1. (22-72+12)+(z-3)

2. (M*=n®)=(m-n)

3. (14x*-12+22%x) + (7x-3)

4. (a*+a)+(a+1)

5. (~14y? +33+71y)+(-3-7Y)
6. (X*—9x*+27x—-27)=(x-23)

X

7. (M =mn*'—m**n+n?) = (m-n)
8. (6y*—-19y—20)=(6y+5)
9. (15a*-8a-12)+(5a-6)
10. (§m2+6m3—@m—5j+(8m+1j

4 12 3
11. (5m°n® —11mn* —3n° —2m° + m*n) = (3n® + 2mn* —m®)
12. (y° +x° —4x*y? =X’y +6x°y® —3xy®) = (x* = 2xy + y°)
13. (X —y*)+(x~y)
14. (x*=81) = (x-3)
15. X° +6%> = 2x°> —=7x* —4x+6) = (x* =3x* +2)
16. (X" =5x°y* +8x"y* —6x°y® —5x°y® + 3xy™®) + (x* = 2x°y? + 3xy*)
17. (X +y®) = (X +vy%)
18. (-m’ +5m°n—14m°n® + 20m*n® —13m°n* —9m°n°® + 20mn°® — 4n") = (n® + 3m’n - 5mn® - m?)
19. (M2 —m® " —4m® + 2m**™* + 2m** 2 =P = (M* 2 —m* ™+ m* %)
20. (X" 4+3x"° 4 X" = x") = (X + X)
—x2+lxy—1y2j+(x—gyj
3 10 3 5
L a3 Sam_p +§ab2j+(£a—§b]

8 3 4 2

X+ XY - XY = X Y xyt [+ =X =Xy + =X
14 280 y 2 y 420 y 12 y 7 5 y 2 Y

21.

=

22.

23.

N
7~ N,/ N,/
s -



169
XI1V. Halle el cociente mixto de:

1 (y*+2%)+y?

2. (%a%a—sj{a—%j

3. (6m°*+3m*n)+(3m®—mn?+n®)

4. (2x*=7x*+6x—8) =+ (2x* —x+1)

5. (10n®*-18n°-5n+3)+(2n*-3n+1)

6. (9x°—6x"+3x-5)=+(3x%)

XV. Resuelva;

» El dividendo es x> -1. El divisor x-1 ¢Cual es el cociente?
» El cociente es 7a-3. El dividendo es 56a*-17a-3 ¢Cual es el divisor?

XVI. APLICACIONES

> El volumen de un bloque de concreto, es de 4000x°—-200xy (ver Fig.).La
longitud es de 100x. Escribir una expresion para el area de la regién
sombreada

)

100 x

/

> EIl perimetro de un rectangulo es 14x-2. La longitud es 5x-4.Encontrar
un polinomio para el ancho.

> El volumen del ladrillo, que tiene la forma de la figura dada, es x* +200x>.
La longitud es 20x. Encontrar el area de la region sombreada.
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Y

20 x

/

> Si una caja rectangular tiene volumen x*+6x*+5x y la altura x+1,
encontrar dos polinomios para representar su longitud y ancho.
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3.3 PRODUCTOS ESPECIALES O NOTABLES

Existen ciertos productos de polinomios llamados Productos especiales o
notables que ocurren frecuentemente y deber ser identificados o reconocidos.
Se presentan algunos de ellos, donde x y y representan variablesy a y b

representan constantes, asi:
3.3.1CUADRADO DE UNA SUMA DE DOS TERMINQOS

Consideremos la siguiente expresion

Recuerde:

(X+Y)? = (X+Y)(X+Y) =X-(X+Yy)+y-(x+Y)
= X2+ Xy + Xy + y?

=X+ 2%y +y?

Asi el cuadrado de una suma o de un binomio es igual al
Luego: || cuadrado del primer termino, MAS dos veces el primero por el
segundo, mas el cuadrado del segundo

(X+y)? =x"+2xy+Y?

Ejemplos: Efectuar

» (2x+3)* = (2x)* +2(2x)-(3)+(3)* = 4x* +12x+9

2 2 2
> (Eauibyj =(§axj +2-(§axj-[1byj+(lbxj O Sy L
4" T4 4 4 4 4 4" 78 16

3.3.2 CUADRADO DE UNA DIFERENCIA DE DOS TERMINOS
Consideremos la siguiente expresion
(x—y)* =(x-y)(x—-y)=x-(x-y)-y-(x—y) Aplicando la propiedad

= X2 =Xy — Xy + y? Distributiva del producto
=X -2xy+Yy?
Luego: Asi el cuadrado de una diferencia o de un binomio es igual al

cuadrado del primer termino, MENOS dos veces el primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo
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(x=y)Y? =x*-2xy+Yy>
Ejemplos: Efectuar

2 2
> (gazbs—Sbj :(ga2b3] —2-(gazb3j-(5b)+(5b)2=faﬁ‘bﬁ—@aﬁb“+25b2
3 3 3 9 3

> [§ax—lbyj :(EaXJ _Z(Eaxj(lby)+(lb)(} :gazx_§axby +ib2x
4" % 4 4° )\ s 4 4° 8 16

> (24/3-4)2=(2/3)"=2.(2/3)-(4)+(4)? =2°/3* ~16,/3+16 =12-16./3 +16
(2,/3-4)? =28-16,/3

3.3.3 CUADRADO DE UN POLINOMIO

Consideremos la expresion:
(a+b+c)*>=(a+b+c)-(a+b+c)=a(a+b+c)+b(a+b+c)+c(a+b+c)
=a’+ab+ac+ab+b’+bc+ac+bc+c® =a’+b*+c*+2ab+2ac+2bc

El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de cada

uno de los términos mas los dobles productos de sus combinaciones entre
sus términos

(a+b+c)>=a’+b® +c? +2ab+ 2ac + 2bc

Ejemplos: Hallar por inspeccion, (productos notables) el resultado de:

» (X =2y+32)" = (x)* +(-2y)* + (32)* + 2 (x*)(-2y) + 2(x*)(32) + 2(- 2Y)(32)
(x> =2y +3z2)* =x"+4y*+97° -4 X’y +6x°z-12yz

(=Y =) = ) (-Y) + (<2 206 (-Y) + 2(xX)(=2°) + 2(-y")(-Z°)
(Xa _ yb _ 20)2 — X2a + y2b + ZZc _2Xayb _2Xazc + 2ybzc

3.3.4 LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE UN BINOMIO
Consideremos la expresion:
(X+yY)(X=y)=x(X=Yy)+y(x-Yy) = X% — Xy + Xy — y2 (Simplificando)
(X+y)(x—y)=x*-y?

El producto de una suma (x+y) por su diferencia (x-vy) es igual al
cuadrado del primer término (x) MENOS el cuadrado del segundo término
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(X+y)(x—y)=x* -y’

Ejemplos Efectuar
» (3xy —2z%)(3xy +22) = (3xy)* — (22%)* = 9x’y* —47°
> (ax+l + by—Z)(ax+l _ by—Z) — (ax+l)2 _ (by—2)2 — a2x+2 _ b2y—4

W= INEY 0 = (X=X ) = ()= () =x-y

3.3.5 CUBO DE UNA SUMA
Consideremos la expresion:

(X+Y)° = (x+y)*(x+Yy) = (X +2xy + y*)(x +Y)
(X+Y)° = X2 (X+ V) +2xy(X+ Y) + Y2 (X + Y) = X* + X2y + 2X°y + 2xy° + xy* + y°
(x+y)® = x> +3x°y +3xy* + y°

El cubo de un binomio es igual al cubo del primer termino, MAS tres

veces el cuadrado del primer termino por el segundo, MAS tres veces el
primer termino por el cuadrado del segundo, MAS el cubo del segundo.

(x+y)® =x*+3x°y +3xy* + y°

Ejemplo: resolver por simple inspeccion:
> (2x11y) 207 z.zj (;j H ty e 2t i by
(2x+3yj (2x)° + 3(2x) [3y + 3(2x) 3y + 3y 8X° + 4x y+3xy +9y

3.3.6 CUBO DE UNA DIFERENCIA

(X+Y)’ =(x=y)’(x—y) = (X* =2xy + y*)(x - y)
(X+Y)’ =x*(x=y)=2xy(x—y) + Y (x—y) = x> =X’y = 2X°y + 2xy* + xy* — y°
(x—y)® = x®-3x°y +3xy* - y*

El cubo de un binomio es igual al cubo del primer término, MENOS tres

veces el cuadrado del primer termino por el segundo, MAS tres veces el
primer termino por el cuadrado del segundo, MENOS el cubo del segundo.
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(x+y)® =x°—3x?y +3xy* - y°

Ejemplo: resolver por simple inspeccion:

3 3 2
> (Ea—ZX _ 2bx+lj — (Ea—ij _ 3(Ea—2xj . (be+1) + S(Ea—b(j' (2 bx+l)2 _ (sz+1)3
3 3 3 3

2 )
(ga—Zx _ 2bx+1j — ga—fsx _8a—4x bx+l +8a—2xb2x+2 _8b3x+3

> (2x—4y)® = (2x)® =3(2x)*(4y) + 3(2x)(4y)? — (4y)® =8x°> — 48X’y + 96 xy*> —64Yy°

3.3.7 PRODUCTOS DE LA FORMA (x+a)(x+Db)
Consideremos la siguiente expresion:
(X+a)(x+b) =x(x+b)+a(x+b) =x*+bx+ax+ab (Multiplicando)
(x+a)(x+b) =x*+(a+b)x+ab

El producto de dos binomios con término comin (X+a)(x+Db) es igual
al cuadrado del término comdn (x*) mas la suma algebraica de los dos

términos distintos, multiplicada por el término comin (a+b)x maés el
producto de los dos términos distintos

(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

Ejemplo. Hallar el producto de los binomios

» (5-2x)(5+3x) = (5)° + (=2x +3x) 5+ (=2x)(3x) = 25+ 5% — 6x°
> (a®+b*)(@®—8b*) = (a°)? + (b* —8b%)a" + (b*)(~8b*) = a® — 7ab* —8b°
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TALLER 3.3

I. Encontrar el producto indicado

1. (3x-2)° 2. (a™?-h")? 3. (a+b)@a-b)(@®-b?)

4. (%ab—cdjz 5. ;(x+ y)_%jz 6. (a+3)@ +9)a-3)

7. (2x-4)(2x—-6) 8. %ax+y]-(%ax—yj 9, [%x—yj-(é—SJ-(%x+ yj(%2+5J
10. (2x—y +22)? 11. §+2a3j4 12. (1-a+b)(b-a-1)

13. (x =4[ y)? 14. (2/x —2y)? 15. (m® +m? —2m+1)>2

16. (2-x)2+y) 17. (0,6mn*-0.2)? 18. (2x—3y —52)(x + 2y +52)

19. Bx=6)(6+3x)  20. (Cy+y)(x°y " —y®) 21 (J2-5)-({2+5)

22. (2a% -5b*)? 23. (XM — yH2 _ 712y2 24. [(a+b)-(a-h) [
" 3., 4.Y )
25. (3ab —5x9) 26. ny z—gx 27. (Xx—y—12)
3
28. (a2 +5)(@’+7)  29. [%+§j 30, (X° = X% = X) (¢ + X2 + X)
31. (2a-x)® 32. [(a+h)+3] 33. (a+h(a-Y(a+2)(a-2)
34. (1-3y)* 35. [a—(5b+3c)]2 36. (x+y+2)-(X+y—2)-(X—y+2)-(Y+2—-X)

Il. Efectuar las operaciones indicadas

(a+b-c-d)’—(c+d-a-b)?
(x=3y)* + (x—2y)°
(a+b)* - (a—b)* - 2b°

3(x=y) (X +y)=3(x+y)*(x-)
(0.1x - 0.2y)* = (0.2x + 0.4y)?
[3x-2)-(3x+2)]*+4
(a+b+c)”—(a+b)*-c?

No ok wdheE
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3.4 DESARROLLO BINOMIAL Y TRIANGULO DE PASCAL

Veamos ahora como podemos escribir cualquier potencia entera no negativa
de un binomio en forma de polinomio

Podemos demostrar por multiplicacion que:
(a+b)° =1

(a+b)'=a+b

(a+b)>=a’+2ab+b’

(a+b)® =a’+3a’h +3ab” +b*

(a+b)* =a* +4a’n + 6a’? + 4ab® + b*

(a+b)’ =a’ +5a’b+10a’n* +10a’b® + 5ab* + b°

En cada uno de los desarrollos de las potencias pueden observarse los
siguientes hechos:

4 El nimero de términos de cada desarrollo es una unidad mayor que el
exponente del binomio

+ El primer término es acon un exponente igual al del binomio y el
exponente decrece una unidad de un término a otro.

+ El exponente de b es 1 en el segundo termino, y aumenta en una unidad de
un término a otro.

+ La suma de los exponentes de a y b , en cualquier termino, es igual al
exponente del binomio

+ Los coeficientes de los términos, leidos desde el primero hasta el ultimo
son exactamente iguales que leidos en orden inverso.

+ El coeficiente del segundo término es igual al exponente del binomio. El
coeficiente de cualquier termino posterior puede calcularse a partir del
coeficiente del termino que le antecede multiplicando este ultimo por el
exponente de a y dividiendo el producto obtenido por el exponente de b
aumentado en 1

La expansion de (a+b)" descrita anteriormente se llama el teorema del
Binomio



177

Como puede observarse la parte complicada, consiste en calcular los
coeficientes. Para calcular los coeficientes, se construye un triangulo
numeérico que se conoce con el nombre de Triangulo de Pascal

(a+h)°
(a+b)!
(a+b)?
(a+b)?
(a+b)*
(a+b)®
(a+b)®
(a+b)’
(a+b)?

> 5 5 S S5 S5 S 35S
I I Il
o N o U0 N W N PO

1
1
1 4
)
6 15
21
28 56

1
1

2 1
3 1

6 4 1
10 S) 1

70 56 28 8 1

Cada linea horizontal del triAngulo empieza y termina con 1 y para obtener un
termino cualquiera se suman los dos numeros que esta uno a la derecha y el
otro a la izquierda en la linea horizontal anterior.

Ejemplos: Encontrar la expansion de:

> (3x+4) =(3x)7 +7(3%)°(4) + 21(3%)°(4)? + 35(3x)* (4)° + 35(3%)° (4)* + 21(3%)2(4)° + 7(3X)(4)°® + (4)"

(3x+4)" =2187x" + 20412x° + 81648 x° +181440x" + 241920 x* + 193536 x* + 86016 x + 16384

EJERCICIOS

Aplicando la formula del binomio, encontrar las siguientes expresiones

5
1. (Ea—B}
2

4. (1-5x)*

10. (2a-Db)°

2. (m=n)°
5. (-3+2y)®
8. (2+a)°

11. (3p -4q)*
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3.5 DESCOMPOSICION FACTORIAL O
FACTORIZACION

Trataremos los casos mas importantes de factorizacion.

La descomposicion factorial o factorizacion de una expresion algebraica es el
proceso contrario al que realizamos en los productos especiales o notables.

Es decir, factorizar consiste en encontrar los factores, cuyos productos sea la
expresion algebraica dada.

Por ejemplo:

Como 60 =2x2x3x5 entonces se dice que 2,2,3 y 5 son factores de 60

Como (x+3)(x—3)=x*-9 entonces se dice que (x—3) y (x+3) son factores de
x> -9

OBSERVACION:

+ Antes de empezar a estudiar como se FACTORIZA un polinomio es
necesario aclarar en cual conjunto numérico vamos a hacerlo; es necesario
saber si vamos a factorizar en N, en Z, en Q 0 en R. Esto es muy
importante. En el modulo, mientras no se diga lo contrario, siempre
factorizaremos polinomios con coeficientes racionales Q.

« Cuando un polinomio no puede factorizarse en un determinado conjunto
numérico, se dice que es primo en dicho conjunto numerico.

<+ Para factorizar un polinomio es importante tener en cuenta los resultados
obtenidos en los productos especiales o notables.

4+ Factorizar es importante cuando se trabaja con fracciones y solucion de
ecuaciones. La idea es aprender a reconocer polinomios que no son primos
y estudiar algunos casos para factorizarlos
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RECUERDE
MAXIMO COMUN DIVISOR NUMERICO

Méaximo comun divisor, de dos 0 mas nameros naturales, es el mayor de
sus divisores comunes.

El maximo comun divisor de varios nimeros a, b, c, se designa
abreviadamente asi: M.C.D. (a, b, c).

METODO 1

Para obtener el maximo comun divisor de dos 0 mas numeros se puede
recurrir a su descomposicion factorial tomando cada uno de los factores
primos comunes Por ejemplo,

Dados los nimeros 14, 28, 42 y 49 busquemos sus divisores comunes.
D(14)=1{1,2 ,7&14}

D (28) = {1,2,4,7‘14,21}

D(42) ={1,2,3,6,7,14,21,42}

D (49) = {1,7,49}

Los divisores comunes de 14, 28, 42, y 49 forman el conjunto: {1,7 }.

Al mayor de los divisores comunes se le llama Mé&ximo comdn divisor.
Luego podemos decir que el MCD {14,28 ,42,49}=7

METODO 2: Calculo del MCD por descomposicion en factores primos

Para hallar el méximo comun divisor de varios numeros naturales se
descompone en factores primos comunes, siendo el MCD, el producto de
los factores primos comunes.

Ejemplo 1 Hallar el MCD de {14, 28 ,42, 49}

14 28 42 49 |7

no hay mas factores comunes
2 46 7

Luego el MCD de {14, 28 ,42,49}=7

¢Cual es el mas sencillo? compare



180

3.5.1 FACTOR COMUN
El factor comdn de un polinomio se encuentra asi:

» El factor numérico es el maximo comun divisor MCD
> El factor literal esta formado por aquellas letras que estén en TODOS los
términos y elevadas al menor exponente (MCD)

Ejemplos: Descomponer en dos factores
> 4x* -2xy
Solucion:

El MCD{4,2}=2 (¢porque?)
El MCD{x?, xy |= x ya que se toman los factores comunes con menor
exponente

Asi el factor comdn del polinomio es 2x entonces el polinomio factorizado

quedara:
4x* —2xy = 2x(2x - Y)

Observacion: Dentro del paréntesis escribiremos los cocientes de dividir

cada termino entre su factor comun:
NG

4ax” —2Xy
2X

2X
2X

» 3x°y—2xy +5x°y? = xy (3x — 2+ 5xy)
Hallemos el maximo comun divisor de la parte numérica y literal.
5X2y2

2
3Xy:3x , ———=-2 =5Xxy
Xy Xy Xy

MCD{3,2,5} =1

MCD{ny, Xy, xy? }: xy ya que se toman los factores comunes con menor
exponente
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» 93a’x’y—62a°x’y® —124a’x = 31a’x(3axy — 2x*y* — 4)
Hallemos el maximo comun divisor de la parte numérica y literal

MCD{93,62,124}=31 93 62 124] 31 (El nimero 31 los divide a los tres)
3 2 4
MCD{a3x2y, a’x’y? a’x }: a’x

» a(x+D)+b(x+1) =(x+D(a+h)

Observamos de la expresion algebraica que el término comun y de menor
exponente es x+1 ( MCD)

» (¢ +2)(Mm=-n)+2(m—n) = (M- +2)+2]= (M-n)[X* +2+2]= (m=—n)(x+4)

Observamos de la expresion algebraica que el término comun y de menor
exponente es m-n (MCD)

3.5.2 FACTOR COMUN POR AGRUPACION

Para factorizar un polinomio en el que no hay un factor comdn a todos sus
términos, se asocian los términos con un factor comun, para obtener un
polinomio comdn que permita expresar el polinomio original como producto
de dos polinomios

Ejemplol: Factorizar ax+by—bx—ay

Primera solucion
Agrupemos el primer y el tercer termino (primer solucion)

ax+by —bx —ay = (ax —bx) + (by — ay)
=x(a-b)-y(a-b)— (a—b) es el factor comdn
=(a-b)(x-y)

Segunda solucién: Agrupemos el primer y cuarto término

ax+by —bx —ay = (ax—ay) + (by —bx)
=a(x-y)-b(x-y) —» (x-y) es el factor comdn
=(x-y)(a-b)
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Ejemplo 2: factorizar a*0® —n* +a*®x* —n*x* —3a’h’x + 3n*x
Nota: Se puede agrupar de dos en dos o de tres en tres términos. Veamos

Agrupemos los términos 1,3y 5

a’b® —n* +a’’x* —n*x* —3a’h®x + 3n*x = (a’v® + a’b*x* —3a°b’x) — (n* + n*x* —3n*x)
=a’h’(1+ x* —3x) —n*(1+ x* - 3x)
= (1+ x> =3x)(a’v® —n*)

Observaciones:

» Generalmente se presenta la factorizacion de este caso cuando no hay
algun termino comun y el polinomio consta de cuatro o seis terminos

> Se puede agrupar de dos en dos o de tres en tres términos.
3.5.3 TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Un trinomio cuadrado perfecto es el que resulta al desarrollar el cuadrado de
un binomio suma o diferencia

(X+y)Y =x>+2xy+y> 0 (x=y) =x"=2xy+Vy’

Para reconocer un trinomio cuadrado perfecto se extrae la raiz cuadrada del
primero y del tercer término (polinomio ordenado). Luego se verifica que el
doble producto de las raices corresponda al segundo termino.

Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto se forma un binomio con las
raices del primer y tercer término. Si en el trinomio todo los signos son
positivos, la factorizacion corresponde a un binomio suma. Si en el trinomio el
segundo término es negativo, la factorizacion corresponde a un binomio
diferencia.

Ejemplol: Factorizar o descomponer

» X*—6x+9
El trinomio esta ordenado. La raiz cuadrada de x*=x ylade 9 es 3.
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Verifiguemos que el segundo término sea el doble producto de las raices
Halladas. En efecto 6x = 2x(3) y el segundo término es negativo. Luego

x> —6x+9=(x-3)°

1 25, x* 25, x* 1
X =X - —

25 36 3 36 3 25

Vo,

50 «— 1

- < Se ordeno el Trinomio y se verifico
\ /5 que el segundo término es el doble
producto de sus raices

2

10, _x

30 3

> 4(1+a)’-4@+a)b-1)+(b-1)°=[2(l+a)-(b-1)]°*=[2+2a-b+1]*=(2a—b +3)?

|

2(1+a) 4—2> (b-12)
2:2(1+a)-(b-1)

3.5.4 TRINOMIO DE LA FORMA x*" +bx" +c , neN

Para factorizar un trinomio de la forma x°" +bx" +c¢ se forma dos Binomios.
El primer término de los binomios es la raiz cuadrada del primer término del
trinomio (ordenado).Los segundos términos de cada binomio son los numeros
pyq,Cuya sumaes p+q=by cuyo productoes p-q=c; es decir:

X+ (p+a)X"+p-q=(x"+p)(x"+0)

X ¢—

>
O
(ep]

Nota:

> En el primer binomio se pone el signo del segundo término del trinomio

> En el segundo binomio se coloca el signo que resulta de multiplicar los
signos del segundo y tercer termino del trinomio.

» En el primer binomio debe ir el numero mayor
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Ejemplos: Factorizar

> x> +7x+10=(x+ )(x+ ) Necesitamos dos niUmeros cuya sumasea 7y
l Cuyo producto sea 10. Esos nimeros son 5y 2
X

Luego: x*+7x+10=(x+5)(x+2)

» x*-15xy +54y* = (x-)(x - ) Buscamos los factores de 54 que sumados
l den -15 y multiplicados (obvio ) den 54

5412
X
2713 ?
9 |3
3 |3 ?
1
Luego: x*—15xy +54y* = (x—9y)(x —6Y)

Los numeros buscadosson 9 y 6

3.5.5 TRINOMIO DE LA FORMA ax*" +bx" +¢ , neN
El trinomio de la forma ax®" +bx" +¢ puede ser el producto de dos binomios.

Para factorizar un trinomio de la forma ax*" +bx" +c, se multiplica y se
a’x”" +abx"+ac _ (ax")*+b(ax") +ac
a - a
el numerador en la forma x*" +bx" +c, de cuya factorizacion se extrae un

factor comun que se simplifica con a (denominador)

divide por a obteniendo . Se transforma

Ejemplos: factorizar el trinomio

» 8x*-14x+3
Solucion: Multiplicamos y dividimos por 8 para obtener:

64x° —14x(8) +(3)(8) _ (8x)? —14(8x) +24
. -

cuyo producto sea 24 y sumados den —14. Los numeros son 12 y 2. Por

tanto tenemos:

. Debemos encontrar dos nimeros
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(8x)? —14(8x)x + 24 _ (8x—-12)(8x—2) _ 4(2x—-3)-2(4x-1)
8 8 8

8x* —14x+3 = (2x - 3)(4x 1)

» 27ab-9b*-20a* Primero ordenamos el polinomio con respecto a a

8x* —14x+3 =

—20a’ +27ab-9b* Introduciéndolo en un paréntesis precedido del signo
Menos —(20a® —27ab + 9b?)
ahora multiplicando y dividiendo la ultima expresién por 20, tenemos

2 _ 2 180 |2
27ab—9b? - 20a? = — (204 — 27ab + 9p?) = — (208) ~27(20ab) +180b" 2? ,
20
45 |3
_ (20a-15b)(20a-12b)  5(4a-3b)4(5a-3p) 15 3? 15
20 20 5 |5
1

Asi. || 27ab—-9b* —20a” = —(20a” — 27ab + 9b*) = —(4a — 3b)(5a — 3b)

Debemos encontrar dos numeros cuya diferencia sea 27 y cuyo producto
sea 180. L0s numero son 15 y 12

3.5.6 DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

Los binomios de la forma a*-b* son resultado de la suma por la diferencia
dedos terminos

Para factorizar una diferencia de dos cuadrados perfectos se halla las raices de
los cuadrados y se multiplica la suma por la diferencia de las mismas.

a’ —b*> =(a—b)(a+b)

|

a
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Ejemplos: factorizar

» Estos polinomios presentan solo
dos términos y el segundo

> a?—4b? = (a—2b)(a+ 2b)

al l término es negativo.

. fb . . . . . > Se le extrae las raiz cuadrada a
iZSX _ly = (15x" =y )(15x" +y7) los dos términos
15x° y*

> | (36(m+n)?=121(m—n)?|=[6(m+n)—11(m—n)]-[6(m+n) +11(m —n)]

| | =[6m+6n-11m+11n]-[6m+6n+11m—11n |
6(m+n) 11(m—n)

= (-5m+17n)(17m—5n)

Estudiaremos a continuacién la descomposicion de expresiones compuestas
en las cuales mediante un arreglo conveniente de sus términos, se obtiene uno
0 dos trinomios cuadrados perfectos (Uno si hay cuatro términos, dos si hay
seis términos) y descomponiendo estos trinomios se obtiene una diferencia de

cuadrados
Factorizar:

» x*+4y*-4xy-1 . Ordenando esta expresion ( con respecto a x) , podemos
escribirla x* —4xy +4y® -1 y vemos que x> —4xy+4y* es un trinomio
cuadrado perfecto. Luego tenemos:

X 2 2y (x=2y)
1

t 1
X2 —Axy +4y? —1=(x* —4xy +4y?) —1= (x—-2y)* —1=[(x=2y) -D)]- [ (x - 2y) +1]
Trinomio
Cuadrado Diferenica de cuadrados
Perfecto

X2 —4xy +4y° —1=(x-2y-1)(x-2y+1)

Observacion: ¢que nota cuando, ordena la expresion con respecto a y?
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3.5.7 SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS
Binomios de la forma a°® +b°®
Al efectuar el producto de (a+b)(a—ab+b?) se obtiene a® +b*. Veamos:
» (a+b)(@®*—ab+b*)=a(a’—ab+b?*) +b(a®—ab+b?* =a’>-a’b+ab®+a’h—ab®+b°
(a+b)(@®-ab+b? =a*+b’
En forma similar se tiene:
» (a-b)(@*+ab+b’)=a(a®+ab+b’>)-b(a’—ab+b*>)=a’+a’b+ab’—a’h+ab’-b’
(a—-b)(@* +ab+b*) =a’-p’

Al aplicar en, los dos casos, la propiedad simétrica de la igualdad se obtienen
las siguientes formulas usadas para factorizar binomios que son sumas o
diferencias de cubos

a’+b’®=(a+b)(a*—ab+b?)

a’-b®=(a-b)(@*+ab+b?)

Para factorizar entonces la suma de cubos se multiplican dos factores: El
primero es la suma de las raices cubicas y el segundo es el cuadrado de la
primera raiz menos el producto de las raices més el cuadrado de la segunda
raiz

Ejemplos. Descomponer en dos factores:

> 83—y = (2x—y)[ (207 - 2X)(y) + ¥? |=(2x - y) (4X® = 2xy + ¥?)
f S ~ _
2X y Suma ( Primera Jz_ producto (Segunda Jz

de raices \ Raiz de raices Raiz

Raices cubicas

> 216+X—12=[6+X—4J- (6)2—(6)~[£J+[X—4j :[6+X—4J-(36—Ex4+x—8j
l 729 9 9 9 9 3 81

6 4

>



> (M-2)°+(Mm-23)* =[(m-2)+(m-3)]-[(m-2)> = (m=2)(m=3) + (m—3)’]

m=2) (M=3) _[m-2+m-3][m?—4m+4-m’>+5m-6+m>—6m-+9]|
= (2m -5)(m* —=5m+7)
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Reduciendo
términos
semejantes

EJEMPLOS SOBRE LOS DIFERENTES CASOS DE
FACTORIZACION

FACTORIZAR:
> x®-1 Observe que lo podemos factorizar de dos formas , veamos:
X*—1=(x*)"—1=(-D(x*+1) = (x=D(X* + X+ D(x +1)(x* = x +1)

(x})*—1=(x*-1)(x*+1)  Diferencia de cuadrados perfectos

x*—1=(x=1)(x*+x+1)  Diferencia de cubos

X +1=(xX+D(x*-x+1) Suma de Cubos

¢Cual es la otra forma? Inténtelo

> 4x* +y* es una suma de cuadrados que no puede llevarse a una diferencia
de cuadrados. Luego 4x*+y® no se puede factorizar en los enteros ( es

primo o irreducible)

Se agruparon términos de dos en dos

> a3—b3—a+b:(a3—b3)—(a—b):(a—b)(a2+ab+b2)—(ajb):(a—b)-[(a2+ab+b2)—1]

a’-b*—a+b=(a-b)(a*+ab+b*-1) Y

=
a’-b®=(a-b)@@*+ab+b?)  Diferencia de cubos

» 2x*=32=2(x*-16) = 2(X* = 4)(x* + 4) = 2(x = 2)(x + 2)(x* + 4)

X =16 = (x—4)(x+4) Diferencia de cuadrados




TALLER: Descomponer en factores

10.

13.

16.

19.

22.

25.

28.

31.

34.

37.

40.

43.

46.

49.

52.

55.

5x%y —10xy? +5x?y?
2x* —5xy + 6x — 15y

4a° -1

1+1000 x5
1- iaB
9
15x* —17x> — 4
1-m?
X8 +4x3 77

X2 +3x% + X +3
16 — (2a +b)®
a’+9-6a-16x°
X3 —4Ax+x* -4
x* —6x* —7x
3ax*—3a

9(x—y)’ = (x-Y)

a6

+a
64x* +112xy — 49y?

—x*+12x-36

2.

11.

14.

17.

20.

23.

26.

29.

32.

35.

38.

41.

44,

47.

50.

53.

56.

2

16x2 + 3, Y-
5 25

(x+y)' -1
5+ 7x* —6x®
12m? -13m-35
18a® +17ay —15y?
X +x°-20

m? —8m —1008

-m-n+x(m+n)

(a+b-1(@*+1)-a*-1

1000h® + 27k3

X" —ax" —bx +ab

x® —4xy —21y°

a’+2a(a+b)+(a+b)?

64(m+n)®-125

x’y® —216y°

x® —4x® — 480

(x+3)2 —=7(x+3)+12

12.

15.

18.

21.

24.

27.

30.

33.

36.

39.

42.

45.

48.

51.

o4,

S57.

px(a® +1) — x(p? + x%)

X —64x% —x°
X5m _ X3mb4m

X—Xy+1-y°

3" -3"-20

16x" —81x* —-16x" +81

m? -1

a?-d?*+n*-c*-2an-2cd
a’ —b? +2b3x? — 2a?x?

4x® —20x*y + 25y —167°

8 8a’

y° y
9a’—-6a+1
4-4(3")+3"
_a_a"

a®-a’+a®-a’

x> —40x% +144x

— - ——+a’’
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a(a-1)x*+(2a*-1)x+a*+a

(a°=b*)(x-y) - (x-y)’*(a-b)
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3.6 FRACCIONES ALGEBRAICAS

A los cocientes entre expresiones algebraicas los Ilamamos fracciones
algebraicas. Como son cocientes que contienen simbolos literales que
representan nimeros reales, entonces podemos aplicar las propiedades de los
cocientes.

Ejemplos: simplificar:

8 2.2.2 1

16 2222 2

5+8

=5= Error ,
L ab 1-a-Bb
B 5+8 13
8 8
c? 1-¢-¢ 1

2¢'z 2-.¢-¢-C-C-2 T 2c%z

Observacion:
e Para simplificar fracciones, cancelamos los FACTORES COMUNES al

numerador y denominador
e No podemos suprimir términos sino factores

e Una fraccion aritmética esta simplificada, cuando el Gnico factor comun al
numerador y denominador es el numero UNO

3.6.1 FRACCIONES RACIONALES
Observemos las siguientes fracciones:

x? -9 2 _ NG .10
x—3 ' x*-3x " 3x*-2x+1 ' x+3

En cada una, tanto el numerador como el denominador es un polinomio
algebraico y se denominan FRACCIONES ALGEBRAICAS RACIONALES,

o0 simplemente fracciones racionales
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Nota: Cuando el denominador de una fraccion es CERO, decimos que la
fraccion NO EXISTE O que NO ESTA DEFINIDO

Ejemplol:

. 3 7 n . ...,
Las fracciones 00 o no exiten por que la division por cero no esta
definido

Ejemplo 2: Hay algunos valores de X, donde no esta definida la fraccion:
Y son aquellos que hacen cero el denominador.

+ 2x -1

1 ¢Donde se hace cero el denominador? x+4=0 entonces x=-4, ya
X+

x-1_24-1_-9 ¢ (g

que si x=-4 en la fraccion tenemos: =
X+4 —-4+4 0

pertenece a los reales)

+ 22X1 ¢Donde se hace cero el denominador? : x*-1=0 = Factorizando

tenemos: (x-1)(x+1) =0 ¢cuando un producto es cero? cuando

x-1=0 0 x+1=0 (teoremade cero)
x=1 0 x=-1

Si x=1en la fraccion entonces: (i)ﬁl) . =% NO EXISTE
. , C2(-1) 2
Si x =1 en la fraccion entonces: 10 NO EXISTE

3.6.2 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
Para simplificar fracciones algebraicas procedemos asi:
+ Factorizamos el numerador y denominador

4 Suprimimos los FACTORES COMUNES al numerador y denominador.

ERROR COMUN:
x> —5%x+3

X* +6xX+3
iCuidado! no podemos cancelar sumandos
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Ejemplos: Simplificar: =z Factorizamos el numerador y
Vi denominador (donde sea posible) y
> 4x-16 _ 4(x—4) w4 I? luego Simplificamos
4 4
a’+2ab+b*> (a+b)®> a+b
3a+3b  3(a+h) 3 a’+2ab+b® = (a+b)’> Trinomio Cuadrado
3a+3b=3(a+h) Factor Comun
y'-9 _ (y-3)(y+3) _  y-3
v 427 (y+3)(y*-3y+9)+9 y*-3y+9
Recordemos
y>—9=(y-3)(y+3) Diferencia de Cuadrados
v+ 27 =(y+3)(y*-3y+9) Suma de Cubos
> a’°—b° (a-b)@*+ab+b*)(a+b)@*—ab+b?) (a’+ab+b?*)(a*—ab+b?)
a’ —b* (a—b)(a +b)(a® + b?) (a + b?)
Recordemos

a’ —b® = (a®-b*(a’+b®) = (a—b)(a® + ab+b*)(a+b)(a® —ab +b?)
a’ —b* = (a® —b?)(a +b?) = (a—b)(a +b)(a> + b?)

X -3¢ -1 x(F-Yx-DF+x+1)  x*-3
X+ +x)0C -1 X+ X+DX-D(x+1)  x(x+1)

ANEexos

x* —3x = x(x*-3) Factor Comun
x*—1=(x-D(x*+x+1)  Diferencia de Cubos

x* +x3+ x> = x*(x* +x+1) Factor Comun
x? —1=(x-D(x+1) Difirencia de Cuadrados

(x=2°(X* +x-12) _ (x=2’(x+4)(x=3) _ (x=2)(x+4) Im por tante
B a a-b=-(b-a)

(2-x)(@3-x)’ —(x=2)(x-3)° (x=3)
(a-b)’ =(b-a)’

X* +X—12 = (x+4)(x-3) Trinomio de la forma x*" +bx" +¢ —a_a __a
b -b b




TALLER

1. Simplificar las fracciones dadas

7.

124
32
35-25

35
2a-2b

2a
3-4
4

) 12 -15
© 12+15
8
4, ——
8+6
153t
6.
15
2X—X
8.
2X—X
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2. Indicar para cuales valores de X , no estan definidas las fracciones dadas

2
2X-5

1
x?+1

3x+1
x> +5X+6

3

3. Simplificar la fraccion dada hasta su minima expresion

1.

10.

13.

16.

19.

22.

3x -9y
6x—18y

a’+2a
a’—4a

m?—n?
(n—m)?
@-a)’

a-1
4a% —(x-3)*
(2a+x)°-9

a’-a*-1+a

a’+1-a*-a

(m-n)’
m? —n?

3x% —4x-15
x? —5Xx+6

2.

11.

14.

17.

20.

23.

16a’ +56ab —32b’

2a’ +5ab—3b?

ab—ac-b+c

ab+ac-b-c
(aE _b3)(a2 _bZ)

(a—b)?(a+b)?

X2 +xy+y?

x® —y®

a* -16
al-4a+4
12+r-r?
2ac+bc—6ad —3bd
6ac +2ad +3bc+bd

10+3r—r?
3r+r3

3.

12.

15.

18.

21.

24.

8x° +12x°y + 6xy* + y°

6x> +xy—y°

(a+b)’ - (c—d)?

(a+c)* - (b-d)?

a’m—4am+a’n—4an

a*—4a®-12a*

(x-y)’-72°

(y+2)? - x?

@a-1)*-a+1

a®-1

1-x°

(1L=x+x2)1-x)
(x® =y )(x+Y)

(P =y )X +xPy+xy? +y?)

(5a? +12a+4)(a’ —2a)

(a* —16)(25a% +20a+4)
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3.6.3 REDUCCION DE FRACCIONES A COMUN DENOMINADOR

La reduccion a comun denominador esta sustentada en hallar el minimo
comun multiplo entre dos 0 mas expresiones algebraicas

Para reducir un conjunto de fracciones algebraicas a comun denominador se
debe encontrar un nuevo conjunto en el que todas tengan el mismo
denominador y sean equivalentes dos a dos.

En consecuencia, es necesario seguir el siguiente procedimiento:

+ Reducir las fracciones dadas a su minima expresion, si es necesario

4+ Se halla el mcm entre los denominadores de las fracciones,
descomponiendo en sus factores primos (factorizando). EI mcm es el
producto de los factores primos comunes y no comunes, con su mayor
exponente

+ Dividir el mcm encontrado entre cada denominador de cada fraccion y el
cociente multiplicarlo por el numerador respectivo.

Ejemplos: reducir al minimo comudn denominador ( mcm)

Solucién: hallemos el mcm de los denominadores

mem{2x? , 4x, 8x° }=8x°* (Denominador comin). Ahora dividimos 8x® entre los
denominadores de cada fraccion. Asi:

3
% =4x  Cada cogiente obte_nido lo multiplicamos por el numerador
o Respectivo, es decir:
—=2x°
ax 1 1.4x  4x 3 3.2 6X 5 51 5
%:1 2 8 8¢ | 4x 8 8 ' 8 8x 8x
X

Por lo tanto las fracciones, reducidas al minimo comin denominador, quedan
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.X .y 3
xy X2 4+xy | xy+y?
Solucion:

Hallamos el mem de los denominadores, factorizando los binomios:
Xy =Xy

X* +xy =X(Xx+Y) [ Tmem=xy(x+y) |

Xy+y®=y(x+y)

Ahora dividimos el mcm obtenido entre cada denominador de la fraccion dada

xy(x+y) _ xy(x+y) _ Xy(x+y) _
Xy X(X+) y(x+y)
Cada cociente obtenido lo multiplicamos por el numerador respectivo, es
decir:

X xX(x+y) - X xy < )
Xy Xy(x+y) Xxy(x+y)
y oy ¥y ¥ .\ Fracciones con igual
Xy x(x+y) oY) xy(x+y) - Denominador mcm
3 3  3x 3K R
Xy+y? y(x+y)  xy(x+y) xy(x+y) -
1—x? x? 6X

9-x> " 9+46x+x>  9-6X+X>

Solucion:
Hallamos el mem de los denominadores, factorizandolos:

9-x*=(B-x)(3+x) mem=(3+Xx)*(3-x)’
9+6x+x2=(3+x)> Ahoradividimos el mem obtenido entre cada
9—6x+x2 = (3-X)? denominador de la fraccion dada

" B+x)?@-x)° _ (B3+x)*(B-x)°
9-x>  (3-x)(B+X)

=B+x)(3-x)
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. B+ X)2(3—Z<)2 _ B+ X)2(3;X)2 _ (3-x)?
9+6X+X (3+x)
L B+ X)°(3-x)° _ (3+Xx)°(B-x)* _ (34 %)

96X+ X (3-x)?

Ahora cada expresion obtenida lo multiplicamos por el numerador
respectivo de la fraccion dada:

1-x2  1-x2  (1-x)B-x)@+X) \
9-x* (B3-x)(3+X) (3-%)%(3+x)* 2
NG NG X2+ (3= x)? > | Fraccionesconigual
9+6x+x2  (B+x)7  (3-%)2(3+x)? > Denominador mem
6x  6x _ 6X-(3+x)°
9-6x+x> (B3-x)* (B-x)?%@B+x)? .
Ejercicios Reducir al minimo comdn denominador
1. 77}/ , i , 5X 2 E 2 1-85a
6x>  9xy 12y° a 5a-3 25a’-9
3. X-¥ X+y g 4 X—2 X—3 2x -1
Xy 3xy’ 2x? -5x -3 2x*-3x-2  x*—-5x+6
5 1 1 1 6 1 x+1 x—3
14pqg® 21p%qg 42pq x-1 (x-1)° 2x2 —3x—2
7 X-y , 2X+y ,y—4x 8 x2 — y? , X2+ Y2 , Xt 4y
12 15 30 X"+ y? xf-yt o xtoyf

364 SUMAY RESTA DE FRACIONES ALGEBRAICAS

4+ Recordemos: en el capitulo 2 ( radicacién y potenciacién) se vio que:

Para sumar fraccionarios con igual denominador, sumamos los
numeradores y dejamos el mismo denominador por ejemplo:

4 —4+8- 1 : : - -
_4,8 5 4485 -3 Fraccionarios con igual denominador

9 9 9 9
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En general:

Similarmente se suman y restan las expresiones racionales

Ejemplo 1. Efectuar y simplificar i+ x4
X+5 X+5

Solucion: Las fracciones tienen igual denominador. Por lo tanto:
4 5x—4 4+ (Bx-4) 4+5x-4 5X Sumamos los numeradores y
x+5 + x+5  x45  x+5  x+5 colocamos el mismo denominador

Ejemplo 2. Efectuar las operaciones indicadas y simplificarlas

3y’ -4 3y-5y’ +2—3y—8y2
2y -6 2y -6 2y —6

Solucion: Las fracciones tienen igual denominadores. Asi: Sumamos los

2 2 2 2 2 2 numeradores y
3y’ -4 _3y-5y +2—3y—8y _ By —4)-@y-5y)+(2-3y-8Y") | coi0camos el mismo

2y—-6 2y-6 2y -6 2y -6 denominador
Recuerde: :3y2—4—3y+5y2+2—3y—8y2:—Gy—z

2y -6 2y -6 Reducimos términos
Im por tante semejantes
a-b=-(b-a) _2(3y+1) _ 3y+1

—a-b=-(a+h) C2(y-3) wy-3 : , .
_a a a \ Factorizamos (si es posible)
b -b b y simplificamos

+ Para sumar o restar fracciones de distinto denominador hacemos lo
siguiente:

» Hallamos el mem (minimo comun mdltiplo) de los denominadores.

» Dividimos el mcm encontrado entre el denominador de cada fraccion y
lo multiplicamos por el numerador respectivo

» Efectuamos las operaciones indicadas y simplificamos el resultado, si es
posible.
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FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

Ejemplol efectuar las operaciones indicadas y simplificar

x—7+x—9_x+3
15 25 45

Solucion:
Estas son fracciones con denominadores distintos. Reducimos a comun

denominador las fracciones dadas por medio del mem entre los denominadores
mem {15, 25, 45 } = 225

Recuerde: el mcm encontrado de la expresion

15 25 45| 3 _ mcn _
5 5 15| 3 algebraica, lo dividimos por el denominador de cada
11 55 termino y su resultado lo multiplicamos por su
respectivo numerador.
1]5 225 225 225
—=15 , —=9 , —=5
mem = 225 15 25 45
X—7 . X—9 x+3 _ 15(x=7)+9(x—=9)-5(x+3) Resolvemos el
15 25 45 225 numerador vy
sumamaos
 15x-105+9x—81-5x—15 19x+201 || términos

semejantes

225 225

x—7+x—9_x+3_19x+201

15 25 45 225

Ejemplo2 Simplificar: 1_X+X+22+ -
2X X 3ax

Solucion: Estas son fracciones con denominadores distintos. Reducimos al
minimo comun denominador que esta formado por los factores COMUNES y
NO comunes con su mayor exponente (denominadores son monomios)

mem{2x , x* , 3ax? }= 6ax? (Denominador comdn). Ahora dividiendo 6ax?entre
cada denominador y multiplicando los resultados por el numerador
respectivo, tenemos:

6ax’ 6ax” 6ax’

=3ax , ,
2X NG 3ax?
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Entonces:
1-x x+2 1  3Bax(l-x)+6a(x+2)+2 Resolvemos el
x 3l 6 ax B numerador y

sumamaos

3ax—3ax’ +6ax+12a+2 9ax-3ax’*+12a+2 L
= = términos

semejantes

FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS
1 1 1 1

Ejemplol: Simplificar. (n—1)° + n-1 (n-1° n

Solucion. Estas son fracciones con denominadores distintos. Reducimos al
minimo comun denominador que esta formado por los factores COMUNES y
NO comunes con su mayor exponente (observe que algunos denominadores son
binomios)

2 , , Los denominadores ya
memi(n-1)°, n-1, (-*,n j=n (-1 estan factorizados

Ahora dividiendo n(n-1)*entre cada denominador factorizado y multiplicando
los resultados por el numerador respectivo, tenemos:

n(n-1° n(n-1° n(n-1° n(n-1)°

= —1 y = _12’ — , — _13
(n-1)° n(n=1) (n-1) n(n=1) (n-1)° n (=1
Ahora:
(R 1 _n(m-D+n(n-2*-n-(n-1° n*-n+n(n*-2n+1)-n—(n°-3n°+3n-1)
(n-1)> n-1 (n-2* n n(n-1)° - n(n-1)°

n’-n+n’-2n+n-n-n’+3n"-3n+1) 2n°-4n+1 [| Resolvemos el
- n(n-1)> T on(n-1° numerador vy
sumamaos
términos
1 1 1 1 2n°-4n+1

(=17 n-1 (-1° n_ nm-1 SEULEES

Recuerde: (a—b)> =a’-2ab+b> = (n-1)°=n’-2n+1
(a—Db)* = a®—3a’b + 3ab® - b* = (n-1)°*=n*>-3n*-1+3n-(1)*-1%
Productos notables (n-1)°%=n*-3n*+3n-1)
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1 3
2 Tov? v + 2y
2X°+5x+3 2X°—x-6 X '—-x-2

Ejemplo 6 Simplificar:

Solucién.

Reducimos al minimo comdn denominador que esta formado por los factores
COMUNES vy no comunes con su mayor exponente (observe que los
denominadores son trinomios, el cual debemos factorizar)

2x* +5x+3=(2x+3)(x+1)
2x* —x—6=(x—2)(2x+3)
x> —x—2=(x=2)(x+1)
Recordemos:

mem = (2X+3)(Xx +1)(x — 2)

2 B e (2x)? +z(2x) +6 _ (2x+3)2(2x+2) _ (2x+3)é2(x+1) _(2x43)(x+1)

2% _y— 6 (2x)? —12(2x)+12 _ (2x—4)2(2x+3) _ 2(x—2)2(2x+3)

=(x—2)(2x+3

Ahora dividiendo (2x+3)(x+1)(x-2)entre cada denominador factorizado y
multiplicando los resultados por el numerador respectivo, tenemos:

(2x+3)(x +1)(x - 2) _(x-2) (2x +3)(x +1)(x - 2) _(x+1) (2x+3)(x +1)(x - 2)
(2x+3)(x+1) (x=2)(2x+3) (x=2)(x+1)
Ahora:

El mcm dividido entre el
2 1 3 denominador de cada termino

— + =
2X° +5x+3 2x*—-x—-6 x*—-x-2

2 1 3 , ,
= - +
2x+3)(x+1)  (X=2)(2x+3)  (x=2)(x+1) Denominadores factorizados

Resolvemos el
2(x=2)-1(x+1)+3(2x+3) 2Xx—-4-Xx-1+6Xx+9 X+ 4 numerador y

2x+3)(x+1)(x—2) 2x+3)(x+1)(x—2 - 2x+3)(x+(x-2) sumamos

=(2x+3)

términos
semejantes

2 1 3 xX+4

— + =
2X +5x+3 22X —=x—-6 X*—x-2 (2x+3)(x+D(x-2)
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2
Ejemplo 7. Simplificar X**2, X*1  4x76x+3
3x-1 3-2x 11x-6x"-3
Solucién: Antes de reducir al mem, debemos ordenar los denominadores, asi:

X+2  x+1  4x*+6x+3  x+2 x+1 4%*+6X +3

+ —~ = + - =
3x-1 3-2x 11x-6x*-3 3x-1 —(2x-3) —(6x*-11x+3)

Im por tante
a-b=-(b-a)

X+2 X+1  4x°+6x+3  Xx+2 x+1  4x*+6x+3

- = - +
3x—-1 3-2x 11x-6x*-3 3x-1 2x-3 6x*-11x+3

—a-b=-(a+b)
Ya organizados los denominadores, se procede a hallar el mem
3X-1=3x-1
2Xx-3=2x-3
6x° —11x +3 = (2x—3)(3x —1)

mcm = (2x —3)(3x—1)

B3 —11x 43 — (6x)? —lé(Gx) +18 _ (6x—9)6(6x—2) _ 3(2x—3)62(3x—1) _ (2x-3)(3x-1)

Ahora dividiendo (2x-3)(3x-1)entre cada denominador factorizado

y
multiplicando los resultados por el numerador respectivo, tenemos:

2D _oxg) ,  BEIED gy gy
3x-1 2x -3

Ahora en la expresion algebraica dada:
X+2  Xx+1  4x°+6x+3  x+2 x+1  4x°+6x+3

4 — = _ + Expresion algebraica
3x-1 3-2x ].:|.X—6X2 -3 3x-1 2x-3 6X2 —-11x+3 Organizada los denominadores

Factorizado los denominadores
(X +2)(2x=3) = (x +D(3x —1) + (4x* + 6X + 3)

(2x-3)(3x-1) Resolvemos el numerador y
2X2—3X+4X—6—(3X — X +3X—1) + 4x% + 6X +3 sumamos términos semejantes
(2x-3)(3x-1-6)

22X+ X—6-3%" —2x+1+4x° +6x+3 3 +5x-2  (x+2)3x-1)  x+2
(2x-3)(3x—1) 2x-3)(3x-1) (2x-3)(3x-1) 2x-3

(2x-3)(3x-1)
(2x-3)(3x-1)

_x+2  x+1 4%°+6X +3
3x-1 2x-3 (2x-3)(3x-1)

Factorizamos al final el numerador, si es posible, para ver si se puede cancelar
con el denominador (si se pudo)
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(3x)*+5(3x)—6 (3x+6)(3x-1) 3(x+2) (3x-1)
3 - 3 - 3

3x° +5x-2= = (x+2)(3x-1)

X+2+ x+1 4x°+6X+3  X+2
3x—-1 3-2x 11x-6x*-3 2x-3

Im por tan te

n’ —m?=—(m? —n?)
_a_

-a_a __
b -b

a
b

Ya organizados los denominadores, se procede a hallar e

m—-nNn=m-n
mt_n? = (momman) Moo (MMM

(Factorizamos)

Ahora dividiendo (m-n)(m+n)entre cada denominador factorizado y
multiplicando los resultados por el numerador respectivo, tenemos:

m— n)(m + n) m— n)(m + n) El mcm dividido entre el
m-n (mn) (m—n)(m +n) =1 denominador de cada termino

Ahora
1  m 1 o m 1 _m Expresion algebraica
2 2 2 2 2 2 - -
m-n n"-m° m-n -(M"-n°) m-n m -n organizada los denominadores
1 m y factorizados

m—n_(m—n)(m+n)

__(m+nm-m _ n Resolvemos el numerador y
(m=n)(m+n) (Mm-n)(m+n) sumamos términos semejantes

n

B (m—=n)(m-+n)
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TALLER. Indicar las operaciones indicadas y simplificar el resultado

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

20.

31.

33.

35.

37.

39.

a—2b_a—5b+a+7b
2a 4a 8a
2 3y
xy  xy’
a+l a-1 2a°
+ J—
a-1 a+1 1-a°
x—1_x—2_x+3

a+7b
X2y2

3 4 6
1 b’—a® ab+b?
ab ab® a’h?

a—2b_a—5b+a+7b
2a da 8a
5x? —4x+7_13x2 -8x-13

7x2 7x2
8c* —3c+11 5¢’-6c+11
3c? 3c?

2x—3+5x+1_8—5x
3Xx+2 3x+2 3x+2
5 6

+
X—y y-—X

10y N 5
yi-y—-72 2y+16
a?-a-2 a2—2a—3Jr 1

a’ -4  a’-a-2 a+2
x+1 (x+1)% 2x
+ —
x-1 x*-1 x-1
a-b a+b 4ab
+ —
a+b a-b a*-b?
1 2 7
+ +
2X+2 1-x 4x-4
E:E_l_ l
a+b

a+b5
2 2
+
a’—ab ab+b?
t 3 3t
+ —
t2-9 t+3 t-3
1+m

a-b 2a+b b-4y
+ +
3a 15b 10y

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24,

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

40.

a-2 a+3 a+l

+
a-1 a+2 a-3

1 1 X+1

+ +
Xx-1 (x-)(x+2) (X-D(X+2)(x+3)
1 x°
+

XG—yG y12_X12
a-b b-c 2c-a
+ +

ab bc ac

3Xy N X

-y X+ xy+y?

a’ +b? a+b 1

a®—b® 2a’+2ab+2b? 2a-2b
3 X+2 1-9x

rx+l (x=1)2 (X -1)(x-1)
n+3 n-2 +n(n+5)

3n+3 2n-2 6-6n°
a’+b? ~ a’-p?
a’—ab+b* a’+ab+b?

X2 —(y-2° y*-(z-x° 2?2 -(x-y)’
(z+x)?-y* (x+y)P-22 (y+2)°-x°
a b c
+ +
(@a-b)y(a-c) (b-c)(b-a) (c-a)(c-b)

1 1 X X
p— + p—
3-3x 3+3x 6+6x° 2-2x°
X B 1 B 2X
X*=5x+6 2-x (B-x)(1-X)
2x  2x3 4+ 2x? 1
+
x-1 1-x° X2+ x+1
1 1 2
- +
XX +x-2 x*+2x-3 (x-D(x+3)
a-b +a+b_ a
a’+ab ab ab+b?
1 N 1 3 1
5+5a 5-5a 10+10a?
X X+1
x> -1 (x-=1)>2
4a+6b 6a-4b 4a’+6b> 4b*-6a® 20b*
+ + + -
a+b a-b b?—a’ a’+b* b'-a*
1 a’ -5 a’+5

- +
a’+5 (a’*+5? a‘-25
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3.6.5 MULTIPLICACION Y DIVISION DE FRACCIONES
ALGEBRAICAS

La multiplicacion y la division se realiza bajo las mismas caracteristicas de las
fracciones aritméticas.

Recuerde que antes de multiplicar o dividir fracciones aritméticas debemos
simplificarlas, si es posible

4 Para multiplicar dos fracciones basta multiplicar los numeradores entre si y
los denominadores entre si. De ser posible, las fracciones deben
simplificarse, primero factorizando su numerador y denominador y después
cancelando todos los factores comunes.

ac_ac
b d b-d
+ Para dividir dos fracciones basta multiplicar la primera fraccién por el

INVERSO MULTIPLICATIVO de la segunda. De ser posible, las
fracciones deben simplificarse antes.

Ejemplo 1: Multiplicar 32 .3 .
L 110 49 0JO debemos evitar efectuar la
Solucion: multiplicacién en el numerador y

denominador antes de simplificar.

32 35 2222257 16
110 49 2.8.11.7-7 77

NO DEBE HACERSE ESTO °2 .35 _1120
110 49 5390
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Ejemplo 2: Efectuar las operaciones indicadas y expresar la respuesta en
forma simplificada

an'amzan-v-m
4 3 4 5
> ZXZ x5x3:: 2><5><3x><y ><y4:10x4y5 (a")" =a""
3a’h 7ab® 3x7xa’xaxbxb 21a’b ar
—=a""sin>m
X2 yS (a2b3)4 XZ x y3 x a8 ><b12 a
» BAN5 (025 Alb _n20 U ol0 U b a" 1
(a’b’)”  (x%y) a” xbT xx" xy T Sim>n
1 1
= al5 x h2I2 5 (102 5 53 = a’b®xty?
> X*+2x X —2x—-8 X +4x  _ x(x+2) (x=4)(x+2) x(x+4)
x* =16 xX*+x*  xXP+4x+4  (x=H(x+4) X(x+1) (x+2)°
1
X+1

> 5x* —21x+4  x*+6x+8 16x°-49  (x=4)(6x-1) (x+4)(x+2) (4x=T7)(4x+7)
AX* +15x+14 20x° —39x+7 x*—x-12 (x+2)(4x+7) (4x-7)(5x-1) (x-4)(x+3)

_x+4

- x+3
Recuerde

(5x)? — 21(5x%) + 20 _ (5x = 20) (5x -1) _ B(x—4)(5x -1) _
5 5 )
(4x)? +1i(4X) +56 _ (4x+8)4(4x +7) _ Mx+ 2)4(4x+ 7 _ (x+ 24X+ 7) 375
(20x)* —39(20x) +140 _ (20x — 35)(20x —4) _ B(4x —7)4(5x —1)
20 - - 20

5x? —21x + 4=

140
(x—=4)(5x-1) 2 |

4x* +15x +14 =

1
20X* —39x+ 7= =(4x-7)(5x-1)

> x* +27x x* +x 1 X2 Recuerde
X=xP+x x' =3 +9x* x(x+3)? x-3

X+ 27x = x(x* + 27)
=x(x+3)(x* =3x+9)

_X(X+3)(X* =3x+9) x(x+D(x*-x+1) 1 ¥ © =58 R =)
X =x+)) X*(x*=3x+9)  x(x+3)* x-3 X4+ x=x(¢ +1)

X+1 =x(X+D(x* - x+1)
:(X+3)(X—3) X' =3x% +9x* =x* (x* —=3x +9)
(x=y)’ xX*+x+1_ (x-y)® (X +x+])

X*=1  (x=-y)Y (xX=-D(xX*+x+1) (x-y)°
X-y

Xx-1
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Ejemplo 3: Simplificar

3 5m° _10m' _5m® 14an® 5x2x7xaxm’xn’ _an

7n® “14an*  7n° 10m* 7x2x5xm*xn’ m?
> 6x° +9xy | a _6x° +9xy 14x° +21x°y  3x(2x+3y) 7x*(2x+3y)
a® 14X +21x%y a’ a a’ a
21x°(2x +3y)?

> c*-6C+5 . c’+8c+7 _ ¢’ -6C+5 ‘02+50—14= (c=5)(c-1) (c+7)(c-2)
¢>-7c¢+10 c*+5c—14 c*—7c+10 c*+8c+7 (c-5)(c-2) (c+7)(c+1)
_c-1
Tc+l

> 15x* +7x=2  6x*+13x+6 _15x*+7x—-2 25x* +10x+1 _ (3x+2)(5x-1)  (5x+1)°
25x° —x  25x%+10x+1 25x° —x  6x*+13x+6  x(Gx-1)(5x+1) (2x+3)(3x+2)

_ ox+1
X(2x+3)

Recuerde

B (15x)* + 7 (15x) - 30 _ (15x+10)(15x -3) B(3x+2)3 (5x —1)
15 15 1%

15%x% + 7x -2 =(Bx+2)(5x -1)

25x% — x = x(25x* —1) = x(5x —1) (5x +1)

(6x)* +13(6x) + 36 _ (6x+9)(6x+4) 3(2x+3)2(3x +2)
6 6 6
25x% +10x +1=(5x +1)?

6x* +13x + 6 = =(2x+3)(3x+2)

» a’+6a’h+9ab’ 4a*>-pb>  a*+27p’ a’+6a’b +9ab? 4a* -b®>  16a*+8ab+b?

2a’h +7ab?+3b° 8a’—2ab—b? 16a’+8ab+b? 2a?h+7ab’+3b° 8a’—2ab—b? &’ +27b°

___a(a+3p)® (2a-b)(2a+h) (4a+b)? _a(4a+h)
~ b(a+3b)(2a+b) (2a—b)(4a+h) (a+3b)(a>—-3ab+9b?) b(a?—3ab+9b?)
Recuerde

a’®+6a’h+9ab’=a(a’ +6ab+9b%)=a(a+3b)?
(22)° +7(2ab) + 60° _ | (2a+6b)(2a+b)
2 2

2a’b+7ab? +3b° =b(2a’ + 7ab +30%) =b

=b2(a+3b2?(2a+b) —b(a+3b)(2a+h)

(8a)* —2(8ab) —8b _ (8a—4b)(8a+2h) _4(2a-b)2(4a+b)
8 8 8

8a’—2ab-b’ = =(2a—b)(4a+b)




TALLER 3.6.5
Efectuar las operaciones indicadas y expresar la respuesta en forma
simplificada

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

2x*+x 8
6 4x+2
5x? 4y? 14m
7y? 7m® 5x*
2x%y 5z°x  21x%y’z’
3yz 7xy? 40xy?’z

2x*+3x xy*-2xy X
y2—2y 4x2-9 2xy-3y

m+n n?

mn—-n? m? —n?
x*—x  5x?-5x
2x*+6X  2x+6
a‘-1 a*'+4a’+3
a+a’  3a*+9a

m?—n? m+2n
m2+3mn+2n®2  m
15a-5 a+4
5a+20 a-1
(x+3)° x*-9

X1 x+1

x=1 x*>+4x+3

x+3  x°-1
x3 —121x . x? —11x
X2—49 = x+7

x? +10x+24 x*—4x+3
x2+3x-18  x°—6x+9
6a’-5a+1 12a’-a-1
4a’-8a-5 8a’+6a+l
a’?+4ab+b* 2a+4b
3 (a+20)°
x*-27 a’+a+l
a—1 x2+3x+9
2a’ +7ab-15b

a’ -3ab—-40b?

a® +4a’b a? —4ab-32b?
x> =3xy—-4y? x*—xy-6y?
xZ—xy-2y? .xz—xy—12y2
28abc -1  45d*

75d  21cd® 8a?b?

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24,

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.
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Sa(2a 5x
b |b® 4a’

(a+b) —c* (a+c)’-b* a+b+c
(a-b)>—c? a’+ab—ac  a’

m® +6m?n +9mn? 4m*-n®>  m*+27n°
2m?n+7mn?+3n® 8m?-2mn—-n? 16m?+8mn+n?

a’-81 Ca+ll .2a—12.a3+5a2
2a®+10a a’®-36 2a-18 2a+22
x3—y3 X—y ;x3+y3
(x=y)® X2+xy+y* ) x-y

m? —4n _2m+4n) m? —mn - 2n?
2m? —7mn+3n%>  6m—-3n) m?—4mn+3n’

¢t 27a®-b*  ac®-bc’
9a? —b? ac+bc  36a’—2ab-b?
a a’+b*>  a’-p’
b-a a+b a’-2ab+b?
9x*-16y*  xy-2x* x-3y

3x?-5xy-12y? 3xy—-4y? 2x-y
9X2 _4 2 X2 _ 2
! ! (X xy+y7)

x3 —y® 3x? +xy — 2y?
9y’ -18y* -4y +8

+(8-12
3y? 4y 4 ( y)
6_ 3_
XX 28 (%% +ax+8)
4x° —4x-8
c®+d? c?-cd-6d? c?-cd-d?
c?+3cd+2d? c?-2cd-3d? 2c? +2cd

X2 —y? x24+2xy+y? x2+xy+y> 3x-3y

XX —y? xF-2xy+y? 5x+5y  30x+ 30y
X2 -9 X -7x+12 x*+7x+12
X2 —6x+9 x2+8x+16 X2 +2x
a’+1 (a*+a 4x+8
3a—6T(6a—12.x—3J
(a? —3a)? 27-a°  a*-9a’
9-a’ '(a+3)2—3aT(a2+3a)2

t2—2t—15j2—6t+9

t? -9 12 -4t
a’*-3a’b+3ab’-b° a-b
a+b “a+b



208

3.6.6 OPERACIONES COMBINADAS DE FRACCIONES
ALGEBRAICAS

Las cuatro operaciones estudiadas se combinan en la préctica para dar
aplicabilidad a los mecanismos que intervienen.

+ Las operaciones combinadas con suma, resta, multiplicacion y division con
fracciones algebraicas se resuelven empezando por las que estan indicadas
dentro del paréntesis. Si no lo hay, las multiplicaciones y divisiones tienen
prioridad.

Ejemplos: Simplificar:

7 (i ot )

Solucion: Reducimos las expresiones mixtas a fracciones,

Ahora multiplicando las fracciones que hemos

obtenido L2 _20+D+2_ 2x+2+2 2x+4

2 -
94 2 (3 6 ‘ 1+1 =2X+4' 3x 'X+1 X+1 X+1 X+1 X+1
X+1 X+ 2 X) x+1 x+2 x g8 _3(x+2)-6_3x+6-6 3x
X+2 X+2 X+2 X+2

=2(x+2). 3x ~X+1=6 .

X+1 x+2 X 1+—

Solucion: Reducimos cada expresion interna a fraccion

n_2n—1: n(n?+2)-(2n-1) _ n3+2n—2n+1: n®+1
n®+2 n®+2 n®+2 n’+2
n-1 n(n*+1)-(n-1) n*+n-n+1 n’+1
n n B n ~n

2

n°+1

Luego tenemos:

( 2n—1J (z n—lj nP+1 n+1 nP+1 n n
n- =l n°+1- = + = .

n+2) n n+2 n n?+2 nt+1 n?+2
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> a+x a-x (a?+x* a*-%x
a?—ax+x* a’+ax+x’ a’-x® a’+x’

Solucion: Resolvemos la resta de fracciones que estan dentro del paréntesis

a+x a-x  (a+x)@+ax+x*)-(a—-x)(@*-ax+x%)
a’—ax+x> a’+ax+x’ (@*>—ax+x*)(a’+ax+x?)

a®+a’x+ax?+a’x+ax’ +x*—(a’—a’x+ax’ —a’x+ax’ - x%)
(a? —ax + x%)(a% + ax + x?)

a+a’x+ax’+a’x+ax’ +x*—a®+a’x—ax’ +aix—ax’+ x> 4a’x +2x3
(a%? —ax + x?)(a? + ax + x?) (a? —ax + x?)(a* + ax + x?)

o a’+x’ a’-x* (@+x)@+x*)-(@*-x*)(@°-x°) a’+a’x®+a’x*+x°-a’+a’x®+a’x’ —x°
a’-x* a*+x® @ -x¥)@*+x% (@ -x® (% +x°%

a?+x* a’-x*  ax’+a¥x+ax’+a’xt | 2a’x*+2a’x’
a®-x* a’+x @-x¥@*+x% @ -x}@*+x%

Ahora multiplicando las fracciones que hemos obtenido

( a+x a-x J.[a2+x2 az—xzj 4a’x + 2x° 2a%x* + 2a°x?
- = 2
(a

a?—ax+x? a’l+ax+x’ a®-x* a*+x® —ax+ x2) (@ —ax+x?) (@ -x%) @ +x°)

a+x a-x (at+x® a’-x?) 4a%x + 2x° @ -x¥(@®+x%
a?—ax+x? a’+ax+x’ a®-x* a*+x}) (@-ax+x)@*-—ax+x?) 2a’x*+2a’*?

a+x a-x (at+x® at-x*) 2x(2a%+x?%) (a—x)(a® +ax+x?) (a+x) (a® —ax+x?)
a?-—ax+x? al+ax+x?) [ a®—x* a*+x*) (a’-ax+x?)(a’-ax+x?) 2a’x*(x+a)

( a+x  a-x ]_(a2+x2_a2—x2j:(2a2+x2)(a—x)

a?—ax+x? a’+ax+x a®-x* a*+x¢ a’x
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TALLER 3.6.6
Efectuar las operaciones indicadas y expresar la respuesta en forma
simplificada

a’-a-2 (a-1)* ( a 1 1-2a a-—a’ 1-a
1. . . — 2. a-|l1—-——— || a+ .
a®+a-6 a‘-1 la-1 a+1 1-a’ 1+3a) \ 2a-a’
X y 1 1 1 X 1-x X 1-x
3' (2—2]+(2++2] 4 ( + j—( — ]
y© X X Xy vy 1+ x X 1+x X
5. (1+a)(1_bj 1+L 6 Xz_g - a4 .a2X2_16a2.(2+1j
b a a’ —b? X -x-12 1-a*) 2x* +7x+3 | a’x a*’
7 14x? a’ +5x? 8 (1 2 3 j ( X X 6 j
: a+2x-— | a-x+ -l == + + + + =
2a+X a+4x X X+2 x+3 X+2 X+3 X +5x+6
b? b 1 1 1 1 x* +a’
9. | a+h+ +(1—j 10 (—j( - ) +
( a-b a+b x* a') (x¥*+a® x*-a’ at+x*
11 [ a® a -1—a+l+a3 12 ) x' -y 11 (i1
1-a? 1-a* a2 x2+y2 x2+y2 Xz_yz X2 yz
13| [ XY +[x_yj .(XH) 14 (a_bJ+ 1.1 .1
a’> b’ a b a b b®> a’ a, ab b’
, _
15, [ 2a° . a’ ) ( a 16. ( 1, 2 )( 2 1 )+ 1
1-a® 1-a*') (a®+1 \x-2 x-3)(2-x 3-x)] (X*-5x+6)
17. (402_9m2)+ 1+ c-m 18. I ﬁ_ﬁ - X72+X7+y72 +[X_y)
c-2m la® b’ a® ab b’ a b
19_( a_  2a j+ 2a 20. I X+3 ) [ ox_ x? +[2)(_)()
3+a 2a-1) 5+3a | Ux-1 x+1 x-1
3.6.7 FRACCIONES COMPUESTAS O COMPLEJAS

Las fracciones algebraicas compuestas se pueden transformar en fracciones
simples equivalentes efectuando las operaciones indicadas

+ Las fracciones algebraicas compuestas son aquellas que tienen el
numerador y/o el denominador con expresiones combinadas de fracciones
algebraicas

Observacion: para simplificar fracciones complejas resolvemos por aparte las
fracciones del numerador y del denominador, hasta llevarlas a la forma
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Ejemplol: Resolver y simplificar
1
X
> 1
X_i

X2

Solucion:
Meétodo 1:
1
" x [X_lj;[x_1j_x2—l;x3—l_x2—l. (- (x+D) X2
. Cox X2 x xX-1 X (X=1(xX* +x+1)

X
X2

Método 2: Resolvemos el numerador y denominador

1 x*-1
X_i - -
X _ _X(x**-1) Producto de extremos sobre producto de medios
1 -1 x(xX*-)1
X_i
x? X2
.
x __X(x=D(x+1) Factorizamos el numerador y denominador
1 x(x=-)( +x+1)

X —
XZ

Cancelamos factores comunes

a a
Ejemplo 2 Simplificar a+x 2a+2x
La a0
a-x a+x
Método 1 Resolvemos el numerador y denominador Recuerde :
Factorizamos los
- a a a a _2a-a _ a Deno min adores
a+x 2a+2x a+x 2(a+x) 2(@+x) 2(a+x) mem = 2(a + X)
» 2 2 _a(@+x)+a(@-x) _a’+ax+a’-ax _ 2a’ Recuerde:
a-x a+x (a—x)(a+x) (a—x)(a+x) (a—-x)(a+x) || Factorizamos los

Deno min adores
mem = (a — X) (a + X)

Reemplazando los resultados en la fraccion dada tenemos:
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a a a
a+x 2a+2x _ 2(a+x) _a(@a-x)(a+x) a-x
a _ a 2a’ 4a%(a+x) 4a

a-x a+x (a-x)(a+x)

a a
a+x 2a+2x
a a
a-x a+x
Método 2:
a a
a+x_2a+2x:( a  a J+( a_  a j:[ a  a J+(a@+x)+a@—x%
a 4 a a+x 2a+2x a—-Xx a+x a+x 2(a+x) (a-x)(a+x)
a—-x a+x
a a
a+x 2a+2x [ 2a-a) (a’+ax+a’-ax)_ a 2a’°
a a _[2(a+xiJT( (a-x)(a+x) J_Z(a+x)7(a—xxa+x)
a-Xx a+x
a a a a
a+x_2a+2x_ a (@-x)(a+x) a-x — a+x_2a+2x_a—x
a _a 2+x 2a°  4a a _a  4a
a-Xx a+x a-x a+x
Ejemplo 3: Simplificar .
x> +2
X+2— 2
X+1

A las fracciones de esta forma se llaman CONTINUAS y se simplifican
efectuando las operaciones indicadas empezando de abajo hacia arriba.

x-1 B x—1 B x—1 o x-1  x-1
2 - 2 - -
cro_ X +2, x+2—X2+2 X+2-(x+1) x+2-x-1 1
_X=Z X+ 2
x+1 X+1

x_x—2_ X(X+D)—(x-2) x*+x-x+2 x°+2
X+1 X+1 X+1 Cox+1

X2+2  (x+D)(x*+2)
x*+2 x*+2

X+1

X+1
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1+ 1
Ejemplo 4: Simplificar -~
1+ 1
1
-1
1- =
a

- gty g8 2a-l
-t a-1 a-1 a-1
a a
a a-l+a 2a-1
o 1 - 1 =1+ : T = T =
1 1 a
1-— 1-_~ - &
. -t a-1 a-1
a a

a-1

Reemplazado en la fraccion dada los resultados
Tenemos:

1 2a-1
a a—-1 _ 2a-1

2a -1

T (2-a)(a-1)




TALLER 3.6.7

Efectuar las operaciones indicadas y expresar la respuesta en

simplificada

b

m

s |3

10. 3x—-2 3x+2

13. x-y

X+Yy

2m+1_2m—1
16. 2m-1 2m+1

2m—1_2m+1

2m+1 2m-1

19. b a

X
22. Y
Xy+Xxz2

14.

17.

20.

23.

2x' -y
X
2 2
axt+yt
4xy

y

1 1

X+y+zZ X-y-12

1 1

X=Y+2Z X+y+1z

1

a+2_a+1

a——
a

_6x+ﬂ

X+2
x-5
X_4+11x—22
X—2

X+7

+1

a b-a
b a-b

7a+9

15.

18.

21.

24,

X+Yy
(x+y) " =(x=y)™*

X+y) " (x=y)

214

forma



25.

27.

29.

31.

33.

a-1 R 1_ 1
a+l+——r 2 as=
-1
l_l'_l i 1
m ) m - m
e m et | [mo1et
m m m
a—b_ b
a+b a-b
2
1+b[ _ 3
a+b b-a
x+1 x-1
x-1 x+1 x*+1  2x
x-1 x+1 2a2-2b a’-b
Xx+1 x-1
2
3 a1
a+ _
3- 5 a
a+1
a-—— 2a-3-
a-1 a-1
1 1
(x+h)?® x°

a-b a-b
b+ a-—
26. l+ab l-ab | (a b
, (@a=b)b . a@@-b)|'\b a
1+ab 1-ab
28.  2x"+2x  3(x-1)
X 3 X 3
X 402 X 4 4
X—2 X—4
(a+b)’ +(a—h)’
—(a+b
20 b-a @40 (@+by+(-ay
1 1 (a+b)>—(a—h)’
b-a a+b
2 2 2
a-b+2 +b b+9—
32. ath . a 1
2 2 _
ash_2 -2b° a-b l+2a b
a-b b
34. 1 ' 1 X
X— 21 2+1 2X—§iﬂ
X4 Xx+1
2

36(x+m3+5u;h)—w3+5m
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3.6.8 RACIONALIZACION
RACIONALIZAR EL DENOMINADOR DE UNA FRACCION

Es convertir una fraccion cuyo denominador sea irracional en una fraccion
equivalente cuyo denominador sea racional

Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fraccion, desaparece
todo signo radical del denominador.

Algunos cocientes que no son expresiones racionales contienen
denominadores de la forma a+,/b o ,/a+./b ; como en el siguiente ejemplo,
estos cocientes se pueden simplificar multiplicando numerador y denominador
por el conjugado a-./b o \/a-,/b, respectivamente. Por supuesto si aparece

a—./b, multiplica por a+./b

Nota: El producto de dos expresiones conjugadas es racional. Asi,
(24/3-45)-(24/3+/5)=(23)’ - (5)°=12-5=7 || RECUERDE :(a—b)(a+b) = a? —b?

Ejemplos: racionalizar el denominador de:

5 3-42 3-y2 1-J2 30-42)-20-2) 3-3/2-2+(/2)
142 142 1-2 (1) - (/2)? 1-2

3‘F342+254‘F4f5
1+.2 1-2

5 8L -16y° _81x’-16y’ 3x+24y _ (81x% —16y?)(3/x +2./y)
3x-2y 3x-2{y 3 x+2\y By x)* - (24y)?

81" —16y” _ (81x° -16y°)(3yx+2./y) _ (9x—4y)(9x+4y) (3{x+2./y)
3yx-2y 9x -4y 9x — 4y

81X ~16Y" _ oy 1 ay) (34 x+2yy)

3 X—Z\/7
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RACIONALIZACION DE UN BINOMIO DE LA FORMA %/?i%[y

Para estudiar la racionalizacién de binomios de la forma 3/x+3/y
recordemos que:

Ademas es facil comprobar que:

a+b=(3/a+¥b)3/a’ -3 atb+b?)
a-b=(a-¥b)(3/a® +3/a¥b +b?)
Por lo tanto, la racionalizacién de un denominador de la forma §/x +3/y se
fundamenta en la factorizacion de una suma o resta de cubos, respectivamente.

Es asi que para racionalizar un denominador de la forma 3/x+3/y 0
3/x-3[y , se multiplican el numerador y denominador por el

trinomio 3/a? —3/a%/b +3b? 03/a? +3/a/b + /b’ respectivamente

2ab(a®-b?)

REEED
Solucion:

El factor racionalizante de 3/3a +32/3b es el trinomio

Ejemplo. Racionalicemos el denominador de:

3/(3a) —3/3a3/3b +3/(3b)* =3/9a” —3/9ab +3/9b? . Por lo tanto:

2ab(a’—b?) _2ab(a’~b?) }/9a’ ~3/9ab+3/9b’ _ 2ab(a’ ~b*)§/9a’ ~3/9ab +3/ob?)
3/3a+3/30  3/3a+3/3b \/9a —3f9ab +3/ob? 3a+3b

2ab(a’ b) 2ab(a—b)(a+b)(3/9a® —3/9ab +3/9b?) _2ab(a- b)(w/9a —3/9ab +3/9b?)

3/3a+3/3b 3(a+h)

2ab(a’ ~b?) _2ab(a- b)(,/ga —3/9ab +3/9b?)

3a+3/30




218

TALLER 3.6.8

Racionalizar el denominador de cada una de las siguientes fracciones y
simplificar cuando sea posible

L @ -b’ a+b+2/ab
Ja- o Ja+{b
3. ﬁ -4 4, 3
t+4 i/;_ﬂ
5 16x° -y’ 6. rax(a+x
2x =y Ya-3x
7 19 8. 2\/6
5/2-4.3 \/§+\/§_\/§
9. a+b-ya-b 10. 37””'_%/? Racionalice el numerador
Ja+b +ya-b h
11. 4y3--3J7 12. \/7_7 v X+h Racionalice el numerador

23 +3,7 hyxyx+h
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OBJETIVOS

Al finalizar el estudio y practica de este ultimo capitulo, el estudiante de
Tecnologia en obras civiles estard en capacidad de:

. Hallar el conjunto solucidon de ecuaciones de primer grado con una
Variable

. Hallar el conjunto solucion de una ecuacion de segundo grado con una
variables

. Resolver problemas que den lugar a ecuaciones de primer grado con
una incognita

. Representar los intervalos como subconjuntos de los nimeros reales

. Hallar el conjunto solucion de una inecuacion de primer grado con una
variable
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4.0 ECUACIONES

Una ecuacion plantea que dos expresiones algebraicas son iguales. Nos
referimos a estas expresiones algebraicas como el lado izquierdo y el lado
derecho de la ecuacion.

Expresiones de la forma:
x+8=0; 2x-1=9; 3(4x-7)=-T7; 1
10x +2

Son ejemplos de ecuaciones lineales con una incognita Xx.

El objetivo es encontrar valores de la incognita para los que la ecuacion es
verdadera. Estos valores se llaman las soluciones o raices de la ecuacion, y
el conjunto de todas las soluciones se llama el conjunto solucion. Asi, por
ejemplo, 3 es una solucién de la ecuacion 3x—-2=7 por que 3(3)-2=7,Y

-3 no es una solucién por que 3(-3)-2 = 7.

La soluciones de una ecuacion dependen del sistema numérico en el que se
esté trabajando (o conjunto referencial). Asi, la ecuacion x+6 =0 no tiene
solucidn en los nameros naturales, pero si en los enteros, y su resultado es
x =-6. La ecuacidon 5x =2 no tiene solucion en los enteros, pero si en los
racionales, y su resultado es x:%. Una ecuacion es una identidad si es
verdadera para todo nimero real para el que ambos lados de la ecuacién
estén definidos. Por ejemplo, x*-1=(x+1)(x-1) es una identidad porque
es verdadera para todos los numeros reales, es decir, todo numero real es
una solucion de la ecuacion.

Una ecuacion algebraica en x contiene solo expresiones algebraicas como
polinomios, expresiones racionales, radicales y otras. Una ecuacion de este
tipo se llama ecuacién condicional si hay nimeros en los dominios de las
expresiones que no sean soluciones; por ejemplo, la ecuacion x*=9 es
condicional porque el nimero x =4 (y otros) no es una solucion. Si todo
nimero de los dominios de las expresiones de una ecuacion algebraica es
una solucion, la ecuacion se llama identidad

Las soluciones de una ecuaciéon dada no se afectan por las siguientes
operaciones:

+ Sumar o restar el mismo niamero o expresion a ambos lados de la

ecuacion.
+ Multiplicar o dividir ambos lados de la ecuacion por un ndmero
diferente de O.
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A veces es dificil especificar si una ecuacién es condicional o una
identidad; a menudo esta ultima estara indicada cuando se obtiene una
ecuacion de la forma P = P, donde P es alguna expresion, luego de aplicar
algunas propiedades de los numeros reales. Para ilustrar esto, si
multiplicamos ambos lados de la ecuacién
X X
X+l (x+1) (X2 —x+1)

Porx®+1, obtenemos una x = x. Esto nos alerta porque podemos tener una
identidad que no prueba nada. Un método estandar para comprobar que una
ecuacion es identidad consiste en demostrar (mediante las propiedades de
los nimeros reales) que la expresion que aparece en un lado de la ecuacion
se puede trasformar en la expresion que se encuentra en el otro lado de la
ecuacion.

Esto resulto facil en la ilustracion anterior porque sabemos
quex® +1=(x+1)(x* —x+1). Por supuesto, para demostrar que una ecuacion
no es una identidad, basta hallar un ndmero real del dominio de la variable
que no satisfaga la ecuacion original.

Ecuaciones equivalentes son ecuaciones que tienen exactamente las
mismas soluciones. Por ejemplo 3x-4=17 y 3x=21 son equivalentes

porque {7} es el conjunto solucién de ambas ecuaciones

La ecuacion mas basica en algebra es la ECUACION LINEAL definida en
la siguiente tabla, en donde a y b denotan nimeros reales.

TERMINOLOGIA DEFINICION EJEMPLO
3x-7=0
3Ix=7

Es una ecuacion que se
puede escribir en la forma ;
ax+b=0 X=3

ECUACION
LINEAL

El ejemplo de la tabla anterior indica un metodo caracteristico de resolver
una ecuacion lineal.
Con el mismo procedimiento, vemos que
. b
si ax+b=0,entonces x=—-—
a

Siempre que a =0, por lo tanto, una ecuacion lineal tiene exactamente una
solucion.
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En algunos casos se debe resolver una ecuacion elaborando una lista de
ecuaciones equivalentes que termina con una ecuacion de la que se pueden
obtener su soluciones con facilidad, algunas veces se simplifica una
ecuacion al agregarle, restarle, multiplicar o dividir a ambos lados de una
ecuacion por una expresion que representa un numero real diferente de
cero. En los siguientes ejemplos se muestra como se obtuvo una ecuacion
equivalente a la ecuacion anterior:

Ejemplos 1:

Resolver la ecuacion: 10x -7 =3x+5

Solucién:
10x—7 =3x+5 Dado
(10x-7)+7=(3x+5)+7 Sumar 7
10x = 3x+12 Simplificar
10x—3x = (3x +12) — 3x Restar 3x
7x =12 Simplificar
%:% Dividir entre 7

X = % Simplificar

Al verificar esta solucion, se tiene:

12
X=""
7
Lado lzquierdo:10 (% -7= %—7 = 1207_ 49 :%
12 36 36+35 71 Iguales
Lado Derecho:3(—j+5=—+5= o2
7 7 7 7

71 71 ./ 12 iy
Puesto que - = - es una expresion verdadera, x = 785 una solucion.
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Ejemplo 2 Resolver la ecuacion: %x—% = gx +1

Solucion:

Para resolver una ecuacion que tiene expresiones racionales, se
multiplican ambos lados de la ecuacidbn por el minimo comun
denominador de las fracciones. De esta forma se eliminan los
denominadores y se obtiene una ecuacion equivalente a la original.

§x—i=§x+1 mcm (3,5,6) =30

6 3 5

30 (gx—f}so [2“1} Se multiplican ambos lados 30
30%x—30.§:30.gx+30.1 Se simplifica

25x —40 =18x+30

(25x —40) -18x = (18x + 30) —18x Se resta 18xa ambos lados de la ecuacion

7x—40=30

(7x—40)+40=30+40 Se suma 40a ambos lados de la ecuacién

7x=170

Se divide cada lado de la ecuacion entre 7

5
.- ., ., VLN |
Verificacion: x=10 e n la ecuacion 6 3 5 "

5 4 3
S(10)-2=2(10) +1

Luego, x =10 es solucidn de la ecuacion
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Ejemplo3: resolver la ecuacion:
—{3x+8-[-15+6x—(-3x+2) - (5x+4)]-29}=-5

Solucién: suprimiendo los paréntesis interiores
—{3x+8—[-15+6x—(-3x+2) - (5x+4)]-29}=-5
—{3x+8—-[-15+6x+3x—2-5x-4]-29}=-5
—{3x+8+15-6X—-3x+2+5x+4-29}=-5
—3Xx-8-15+6X+3x-2-5x-4+29=-5

X=-5

Ejemplo 4: resolver laecuacion 92X _,, 3

3x-1 3x-1

Solucion:

X _,, 3 Multiplicamos en ambos lados por mem =3x -1

3x-1 3x-1

%_1(3X-—1)

9x
3X-1D)=2(3x-1) +
3x——1( ) ( ) 3x

I9x=2(3x-1)+3

I9X=6x-2+3

VERIFICACION : x =1/3

o) o

9x—-6x=1

3x=1

3
3(1j_1 1-1 0
3

. s, 1 ny
Puesto que no se permite la division entre cero, x = 3 no es una solucion,

por lo tanto, la ecuacion dada no tiene soluciones.

Nota: en el proceso de resolver una ecuacion, como una posible solucion,
podemos obtener un nimero que no es una solucién de la ecuacion dada.
Dicho nimero se llama SOLUCION EXTRANA O RAIZ EXTRANA de
la ecuacion dada (ejemplo anterior x =1/3 solucion extrafia)
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Ejemplo 5 resuelva la ecuacion 2 (Ej—s(

2x+3) 2X—x—6

x—Zj x> +78
X—2

Solucion: hallamos el mem de los denominadores

X=2=x-2 , (2x)2 —1(2x)~12  (2x—4)(2x+3)
2X+3=2x+3 2X° —X-6= 2 = 9
22X = x—-6=(x-2)(2x+3) _2(x—2)(2x+3) _

(x=2)(2x+3)

2

mcm= (X —2)(2x + 3)
Ahora dividiendo mem= (x-2)(2x+3) entre la descomposicion de cada

denominador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo,
tendremos

X+ 2 X—2 x>+ 78
2 -3 =
X—2 2X+3) 2x*—x-6

2("*2)—3(’(_2}: X +78 mem= (x — 2) (2% + 3)
X—2 2x+3) (x-2)(2x+3)

2(x+2)(2x+3)-3(x-2)(x-2) =x*+78
2(2X* +7x+6)=3(x*—4x+4)=x*+78
4x* +14X+12-3x* +12x-12 = x* + 78
x?+26x=x*+78
26x =78

X=3

Observacion. Los valores de Xque hacen cero al minimo comuin

denominador (x-2)(2x+3) son 2y —g
pueden se soluciones de la ecuacion dada

, de modo que estos ndmeros no

No comprobaremos la solucién x =3 por sustitucion porque la aritmética
de que se trata es un poco complicada. Es mas facil cotejar con cuidado las
manipulaciones algebraicas usadas en cada paso.
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Las formulas con diversas variables se presentan en muchas aplicaciones
de las matematicas. A veces se hace necesario despejar una variable
especifica en términos de las variables restantes que aparecen en la
formula. Veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplol: Si F es el numero de grados Fahrenheit y C es el numero de
grados centigrados, entoncesF = %C +32. Resolver esta ecuacion para C.

Solucion:

F= %C +32 Se multiplica en ambos lados de la ecuacién por mem =5

5F=5(%C+3%

5F =9C +160
9C +160 =5F Propiedad simetrica de la igualdad
(9C +160) -160 =5F —160 Restar 160

9C =5F -160 Dividimos en ambos lados de la ecuacion por 9

9C 5F -160
9 9

Ejemplo 2: la distancia de caida S de un cuerpo esta dada por S = 1gt2 +V,t
2

donde t es el tiempo empleado en caer, ges la aceleracion de la gravedad
y v, es la velocidad inicial con que fue lanzado el cuerpo. Resuelva la
ecuacion para v,.

Solucion. :

1 . .,
S = Egt2 +V,t Se multiplica en ambos lados de la ecuacion por mem =2

2S :2(%gt2+votj

2S = gt® +2v,t

gt® +2v,t =2S Propiedad simétrica de la igualdad

(gt® +2v,t)—gt* =2S —gt*Restar gt?
2v,t=2S —gt? Dividimos en ambos lados de la ecuacion por 2t
2v,t  2S—gt’

2t 2t
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TALLER 4.0
Resolver las ecuaciones dadas para X en el conjunto de los R

2 2
1. 5x—7(7x—4) o, =B _ab-x b,
a b a
3. 4x+5=-1 4, 3()(—_1j+2( X—ZJZ EX(X_]')
X+1 2X+3 X —3x-4
5 gx—2:7 6 5x _2x+3+3x+2_4x—1:2
2 2x—2 3x—-3 4x—-4 5x-5
B 8. 4x+5  2x+3  2x-5 _
7. 4y-3=11-3y+4 152 +7x-2 12x*-7x-10 20x*-29x+5 0
9. 4(z-1)=2(z+3) 10 ! 3 3
. — = + . — = —
(x—=2)> 2x-2  2x+2
5x-2)(7x+3)
= 12. (—_1=0
11. 3=f +15 7x(Bx_1)
13. 0.3(3-2x)+2.3x=3.1 14, 3(x-1)*(x+5) =3(x+1)*(x-1) +3
1 1 1 3( 2x-1) 4(3x+2) 1(x-2) 1
s deovrcadend R IR
2(x )—-(x-3) 3(x+3)+6 : 5 3l 4 5l 3 +5
3x-1) 2 2) 1
17. ZX—(ZX— X ]:(H j— 18. (x+m)° —12m® = —(x —m)® + 2x°
8 3L 6 4
X 2(a+x) 3(b+x) 6(a’-2b%
3x+5 20. — =
19. 10-=22 =3g—% b a ab
-3 7 -5x+4
21. (x+3)°—(3x-1)*=x>+4 22. + =—
Xx+4 x-4 x°-16
23,2 5_7 38 , 24, 2% _,, 8
3x x 10 2x 2X+3 3x-1
4 10 1 5(x+2) 4 22-x 8—x 20-3x
25. + = 26. Z_ =3x-20—-—_"_
2u-3 4u°-9 2u+3 2 9 3 X 12 18

2x+4 3x-6  x*+78

27. _ -
X—2 2x+3 2x*—x-6

28. 16X —[3x—(6-9x)]=30x+[—- (3x+2) — (x+3) ]

5x2 — 27X 1
= 27 X

29 g X8 30. 5(x-1)*-6(x* —3x—7) = x(x—3) - 2x(x+5) -2
31 3(x=1)%(x+5) = 3(x+1)2(x-1) +3 32, %JF%JF%:l

38 (D) - (X —1)7 = 6x(x-3) 34, 2(x=3)" ~3(c+D)" + (x=5)(x—3) + 40" ~5x+1) = 4" ~12
35 X—a_ X-b _, g5, X*t6_X+1_x-5 X

b a X+2 X-3 x-1 x+4
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TALLER 2: Resolver cada formula para la variable indicada

1. C=2xr

2 A:(b1+b2)'h

' 2
m-M

3. F=g B

5 S:a\—rl
1-r
g, 1.1, 1. 1
R R, R, R,

7. S=Xy+2xz+2yz

_7Z'PR4
8V L

8. F

9. a’=b?+c?*-2bcCosd

10.A=2:0
2

11. V =y, —at

12.v:\/E
d

13.v =E7z rt.-h
3

14. ¢ =a*+b?

15.S=2xzr*+2xrh

para r ( Perimetro de un circulo)

para b, (area de un trapecio)

para m ( ley de Newton de la gravitacion)

para w ( perimetro de un rectangulo)

para r

para R, (resistores conectados en paralelo)

para z (area superficial de una caja sin tapa)
para R ( Ley de Poiseuille para fluidos)

para Cosé ( ley del coseno)

para h (Area de un triangulo)

para v, ,a,t

paradys

para hyr (volumen de un cono)

para ayb (teorema de Pitagoras)

para h ( area superficial de un cilindro con tapa)

para v
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4.1 APLICACIONES

Las ecuaciones se usan con frecuencia en la solucion de problemas
aplicados; problemas con aplicaciones matematicas a otros campos. Debido
a la ilimitada variedad de problemas aplicados, es dificil expresar reglas
para hallar soluciones .La siguiente guia puede ser util, siempre que sea
posible formular el problema en termino de una ecuacion en una variable.

1. Para resolver un problema es preciso:

2. Leerlo con cuidado varias veces y considera los datos junto con la
cantidad desconocida que ha de encontrarse

3. Introduce una letra para denotar la cantidad desconocida. Este es uno de
los pasos mas importantes en la solucion. Frases que tengan palabras
como qué, hallar, cuanto, a qué distancia o cuando ponen sobre aviso
respecto a la cantidad desconocida.

4. Si es necesario , haz un dibujo y ponle leyendas

5. Haga una lista de lo conocido, junto con toda relacién en que
intervengan la cantidad desconocida. Es posible representar una relacion
mediante una ecuacion en la cual aparecen expresiones en modo escrito,
en lugar de letras o nimeros, en uno 0 ambos miembros

6. Después de haber analizado el paso anterior , formule una ecuacién que
represente precisamente lo que expresa en palabras

7. Resuelva la ecuacion del paso 6
8. Compruebe la solucion obtenida anteriormente, en relacion al
planteamiento inicial del problema. Compruebe que la solucién

concuerda con las condiciones del enunciado.

Ejemplo 1:
La suma de dos enteros consecutivos es 79 ;Cuales con los nimeros?

Solucion: Interpretamos el enunciado para identificar los datos conocidos y
la pregunta que se formula; luego planteamos la ecuacion correspondiente

Sea x = Primer nimero
x+1= Numero consecutivo
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Suma de los dos numeros: 79
Planteo de la ecuacion: x+ (x+1) =79

Resuelvo: X+X+1=79
(2x+1)-1=79-1 Restando 1
2x =78

%:7—28 Divido entre 2

Interpretacion: primer numero x =39
Numero consecutivo X+1=39+1=40

Ejemplo2

Promedio final de la clase. Antes del examen final, un alumno tiene
calificaciones parciales de 72,80,65,78,y, 60. El examen final cuenta como
la tercera parte de la calificacion definitiva. ¢Qué calificacion debe recibir
el alumno para tener un promedio final de 76 ?

Sea 1x=Tercera parte del examen final _ _
3 Notas Parciales Nota Final
2 (72+80+65+78+60) 1 - | | |
= [ j +oX=176 | 2 | 1 |
3 5 3 | 3 — 3 |

2 1
Z(TD)+=x=76 = 142+x=228 :m
3 (T4 x=86]

RTa:La calificacion final que debe sacar el alumno para tener un promedio
de 76 es 86

Ejemplo3

Financiamiento municipal. Un gobierno municipal ha aprobado la
construccion de un estadio deportivo de $50 millones. Se obtendran hasta

$30 Millones con la venta de bonos que paguen interés simple a una tasa
anual de 124. La cantidad restante, hasta un maximo de ss0 millones, se
obtendrd mediante un préstamo a interés simple de 10%. Determine si el
estadio se puede financiar de tal manera que el interés anual sea $5.2
millones.
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Inversién_- $ 50 000 000

Hasta 30'000 000 por venta de bonos con un int eres simple anual del 12 %
Hasta 40'000 000 se obtendra mediante un prestamo a int eres simple del 10 %
Interes anual esperado $5'200000

Sea x = Cantidad invertida al 12 %

50' 000 000 — x = Cantidad invertida al 10%

Veamos si el estadio se puede financiar sabiendo que se espera que el
interés anual sea de ss»  millones. Entonces se tiene:

£X+(50'000 OOO—X)-%:EZOO 000 = 6x+(50'000 000 - x)-5=260"'000 000

6x —5x = 260 000 000 — 250' 000 000 = IX =10"000 000

RTa: Si se puede financiar si obtenemos $10'000 000 en venta de bonos al
12% Y 40'000000 con un préstamo al 10 %

Ejemplo 4

Cercado de un terreno. Un campesino piensa utilizar 180 pies de malla
para encerrar un terreno rectangular, aprovechando parte de la orilla recta
de un rio como cerca de uno de los lados del rectangulo, como se ve en la
fig. Calcule el area del terreno, si la longitud del lado paralelo al rio es:

> El doble de la longitud de uno de los lados adyacentes.
» La mitad de la longitud de uno de dicho lados adyacentes
» lgual a la longitud de uno de los lados adyacentes.




Pregunta: Hallar el area del terreno
Datos: Total de malla para encerrar el terreno 180 pies
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» Sea x =La longitud del lado adyacente 2
2x =La longitud del lado paralelo al rio
X
Total de malla a utilizar 180 pies , entonces: Rio

180 = x+x4+2x = 4x=180 = bemmemmmmmm———-

N ey

Tenemos que el area del terreno es igual al Largo por ancho, entonces
A= Largoxancho =2x-x =2x*> ycomo x =45 pies, se tiene:

A= Largoxancho= 2x* =2- (45 pies ) °= 4050 pies’

Rta: El area del terreno es de 4050 pies?, cuando la longitud del lado
paralelo al rio, es el doble del lado adyacente

X
» Sea x=La longitud del lado adyacente 2

X : ]
' La longitud del lado paralelo al rio

Total de malla a utilizar 180 pies , entonces:

180=x+x+§ = gx:180:> X =72 pies

Tenemos que el area del terreno es igual al Largo por ancho,

XZ

Entonces A= Largoxancho =§-x = y COMO x =72 pies, Se tiene:

A= Largoxancho=x?/2=(72 pies)®/2 = 2592 pies’

Rta: El area del terreno es de 2592 pies®, cuando la longitud del lado
paralelo al rio, es la mitad del lado adyacente

» Sea X = La longitud del lado adyacente
X =La longitud del lado paralelo al rio

Total de malla a utilizar 180 pies , entonces Rio

180=xsxsx = 3x 180 —[Eoopes]

Tenemos que el area del terreno es igual al Largo por ancho, entonces
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A= Largoxancho=x-x=x> y como x =60 pies , Se tiene:

Rta: El area del terreno es de 3600 pies*, cuando la longitud del lado
paralelo al rio, es igual del lado adyacente

TALLER 4.1

1. Calificaciones en examenes. Un alumno de algebra tiene calificaciones
parciales de 75,82, 71y84 ¢Qué calificacion debe obtener en la siguiente

prueba para elevar su promedio a 807

2. Costo del aislante. El costo de instalar material aislante en una casa
habitacion particular, de dos recamaras, es $1080. Los costos actuales de

calefaccion son $60 en promedio, pero se espera que el material aislante
los reduzca enio% ¢ Cudntos meses se necesitaran para recuperar el costo
del material?

3. Honorarios por hora. El tiempo de un ingeniero consultor se factura a
se0 (dOlares) por hora, y el de su ayudante, a $20 (d6lares) por hora. Un

cliente recibid una factura por $580 (dolares) por determinado trabajo.
Si el ayudante trabajé 5h menos que el ingeniero. (Cuénto tiempo
trabajo cada uno en este asunto?

4. Velocidad de carrera. Un corredor inicia en el principio de una pista y
corre a velocidad constante de 6 mili/h.Cinco minutos después, un

segundo corredor comienza en el mismo punto, y su velocidad es de
8 mill/h , siguiendo por la misma pista. ;Cuanto tiempo tardara el
segundo corredor en alcanzar al primero?

6 mill /h
gmill /h (¥
(Y

——------ APy - —-—-—------—---------= 5k
A O ﬂj
C,
i e
d £9

5. Distancia al blanco. Se dispara una bala en direccion horizontal, hacia
un blanco, y se oye el impacto de la misma 1.5seg Despues; su velocidad
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es de 3300 Pies/seg Y la del sonido es de 1100 Pies /seg (A qué distancia
esta el blanco?

6. Velocidad del bote. Un muchacho puede remar en un bote a una
velocidad constante de smin/n €n agua estacionaria, como se ve en la

figura. Rema contra la corriente durante 15min, Y a continuacion
corriente abajo, regresando a su punto de partida en 12min

a) Calcule la velocidad de la corriente
b) Calcule la distancia total recorrida.

v, =5mill/h

| Punto de Partidal

/ Ve = x mill /h

Contra la corriente

A favor de la corriente

7. Velocidad de trote. Una mujer comienza a correr a las 3:00p.m hacia
el norte a un paso de 6 min/ mill . Después, invierte su direccion, y corre
hacia el sur a un paso de 7 min/mill . Si regresa a su punto de partida a
las 3:45 P.M . ¢calcule el nimero total de millas que corrio?

8. Dimensiones de una casa. En la figura se ve un corte de una casa de
dos plantas. La altura central h, del segundo piso no se ha determinado
todavia. Calcule h de tal manera que el corte del segundo piso tenga la
misma area que el corte de la planta baja. (dimensiones en pies)
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Corte A-A

[N
N

9. Dimensiones de una ventana. Una ventana con emplomado tiene la
forma de un rectangulo con un semicirculo en su parte superior, como se
ve en la figura. El ancho de la ventana debe ser 3 Pies, pero la altura aun
debe determinarse. Si se usan 24 Pies® de emplomado, calcule
la altura h.

10.Dimensiones de un canal de drenaje. Toda seccién transversal de un
canal de drenaje es un trapecio isosceles con un base menor de 3Pies Y
una altura de 1pie, como se ve en la figura. Calcule el ancho de la base

mayor que se necesita para que el area de la seccion transversal del
canal sea 5 Pies?.
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11.Llenado de una alberca. Con el agua de una manguera se puede llenar
una alberca en 8 horas, una segunda manguera, mas gruesa, puede
llenarla en 5h. ¢(Cuanto tiempo necesitara para llenarla, si se usan
ambas mangueras en forma simultanea?

12.Vaciado de un deposito. Se puede vaciar un depésito de agua con una bomba en
5h, una segunda bomba, méas pequefia, lo puede vaciar en gh.Si la bomba grande

arrancara a la1:00 P.M . ¢a qué hora se deberia poner en marcha la bomba pequefia
para que el deposito quedara vacio alas 5:00 P.M ?

13.Construccién de un silo. Se construird un gran silo para granos, forma
de un cilindro circular con tapa de hemisferio (véase la figura). El
didmetro del silo debe ser de 30 pies pero la altura esta por determinarse.
Calcule la altura h del silo, que haga que la capacidad total sea de
11250 7 pies cubicos.
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4.2 ECUACIONES CUADRATICAS

Una ecuacion cuadratica en X, s una ecuacion que se puede escribir en la
forma ax® +bx+c =0, donde a = 0; por ejemplo:

4x* =8-11x , 3x*-5x=0 , 2-7x*=0

TEOREMA DEL CERO
Si py g son expresiones algebraicas, entonces

pg=0 Siysolosi p=0obieng=0

Se deduce que si ax*+bx+c se puede escribir como un producto de dos
polinomios de primer grado y con esto es posible encontrar las soluciones
igualando cada factor a cero; esta técnica se llama método de factorizacion.

Ejemplos:

+ Resuelva la ecuacion; 4x? = 21-5x
Solucion:

Para usar el método de factorizacion, es esencial que solo aparezca el
numero 0 en un lado de la ecuacion.

4x% = 21-5x Dado
4x* +5x—-21=0

(4x)? +5(4x) — 84 _

0 Factorizar

4
(4x+12)(4x-T7) 0 = 4(x+3)(4x=7) 0
4
(x+3)(4x-7)=0 Se aplica el teorema del cero

X+3=0 0 4x-7=0

Xx=-3 0 x:Z
4

: : - 7
En consecuencia, las soluciones de la ecuacion dada son 2 y -3.
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4+ Resuelva la ecuacion: x? +81=18x

Solucion:
x* +81=18x Dado
x> —18x+81=0
(x-9)x-9)=0 Factorizar
Xx-9=0, x-9=0 Teorema del factor cero
x=9, x=9 Despejar x

Por lo tanto la ecuacién cuadratica dada tiene una solucion: 9

Si una ecuacién cuadratica tiene la forma x*=d para alguna d >0,
entonces x> —d =0 o bien, lo que es equivalente,

(x=y/d)(x+4/d) =0

Igualar a cero cada factor nos dara las soluciones —+/d y +/d . A menudo se
usa el simbolo ++/d, para representar tanto a +/d como a —+/d; por lo
tanto, para d >0, hemos probado este resultado (el caso d <0 requiere el
sistema de nameros complejos).

Una ecuacion cuadratica especial

Si x> =d, entonces x=+d

Ejemplos
4+ Resuelva la ecuacion: x?=20

Solucion:
x? =20 Dado

x=1,20 =+,/255 =+ 2[5
Por lo tanto, las soluciones son 245 y —2.5

4+ Resuelva la ecuacion: (2x-3)? =10
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Solucion:
(2x-3)* =10 Dado
2x—-3=+./10 Tomar la raiz cuadrada

2x=3+,/10 = ,_3:/10
2

p . 3+4/10 3-4/10
Asi pues, las soluciones son +410 0 /10

En el siguiente recuadro debemos cambiar una expresion de la forma
x? +kx por (x+d), donde k y d son nimeros reales. Este procedimiento se
conoce como COMPLETAR CUADRADOS para x*+kx y se puede llevar

k 2
a cabo al sumar [EJ , como se describe en el siguiente cuadro (se usa el

mismo procedimiento para x* —kx).

2
A fin de completar el cuadrado para x*+kx 0 x*-kx, Se suma (;) ;

esto es, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x.

Ejemplos

+ Resuelva la ecuacion: x* -5x+3=0 completando cuadrados.

Solucion:
x> -5x+3=0 Dado
x* —5x = -3 Restar 3
5)° 5) 5)°
X* —5X + (Ej =-3+ (Ej Completar el cuadrado sumando (Ej

5\ 13 . .
x——| === Ecuaciones equivalentes
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g= + | % Tomar la raiz cuadrada
w2y J13 _5+(13 Sumar [ >
27 2 2 2

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion son

Se puede resolver una ecuacion cuadratica ax®+bx+c=0 con a=1
agregando un paso al procedimiento en el ejemplo anterior. Después de
reescribir la ecuacion de modo que haya sélo términos con x a la izquierda,

ax’ +bx =—

. b c
Dividimos ambos lados entre a'y tenemos: x*+—x=—-—
a

a
2
Completamos el cuadrado sumando (zij a ambos lados. Esta técnica se
a
usa en la prueba de la siguiente importante formula.

FORMULA CUADRATICA: Si a=0, las raices de ax*+bx+c =0 estan
dadas por

. —b+.b*-4ac

2a

El numero b*-4acbajo el signo del radical de la formula cuadratica se

Ilama discriminante de la ecuacion cuadratica. El discriminante sirve para
determinar la naturaleza de las raices de la ecuacion, como en la tabla
adjunta.

VALOR DEL DISCRIMINANTE [ NATURALEZA DE LAS RAICES

b’ —4ac DE ax’+bx+c=0
Valor positivo Dos raices reales diferentes
Cero Una raiz de multiplicidad 2
Valor negativo Sin raiz real




241

Ejemplos
a. Resuelva la ecuacion: 5x*+13x =6
Solucién: Igualando la ecuacion a cero tenemos: 5x*+13x -6 =0

Sean a=5,b=13Yy c=-6¢en laformula cuadratica:

X_—13J_r\/(13)2—4(5)(—6) L _ —hEb’—dac
2-(5) 2a
~ —13+,/169+120
- 10
_ —13+,/289 -13+17
10 10
Por lo tanto, las soluciones son x = —13+17 2 0Xx= # =-15
b. Resuelva la ecuacin: 2 + > - 236
Xx—3 X+3 x°-9
Solucién:
X, 5 . 236 Dado
x—3 x+3 x°-9
2x(x+3)+5(x-3) =36 Multiplicar (x+3)x-3) por MCD
2x* +6Xx+5x-15-36=0 Multiplicar factores y restar 36
2x* +11x-51=0 Simplificar
(2x+17)(x-3)=0 Factorizar
2x+17=0, x-3=0 Teorema del factor cero
x=—%,o, X=3 Despejar x
17

Dado que x=3 no puede ser solucion, vemos que X=-> es la Unica

solucion de la ecuacion dada.
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TALLER 4.2

Resolver las siguientes ecuaciones, aplicando factorizacion, formula
general o completando cuadrados.

5x

1 4x*+x-14=0 2. 50——=-1
X°+9
3. 12x°+60x+75=0 4. (x-3)* =17
1 -4

5. X, =— 6. 4(x+2)° =12

X—2 X+2 X -4
7. 3x2=7x 8. 2x>-3x=0
0. 2X +§_4= 218 0. x—13:5_10(5>;+3)

X+3 X X + 3X X X

11. (5x—4)> = (3x+5)(2x-1) = 20x(x-2) +27  12. (x+2)°—(x-1)® =x(3x+4) +8

13. X(x+3)=5x+3 14. 25 _izgg
X“=1 x+1
15. (x+2)2—2X_5=3 16 X2 14
3 X X
17. x* +2ax-35a’ =0 18. abx*—x(b-2a) =2
* _2ax = 6ab-3b 20, BXB__X__2X
19. X" —2ax =6ab—3bx T b 4b
3
21. X+E . X—1 21 22. 3—2—=2
3 3) 3 4x° -1
2 2 2
23. % 5 4x -1 1=O 24. 3x* =58
3 5 15
25. (2x-3)(2x+3)-135=0 26. 7X°+14=0
27. X2 =7X 28. (x—3)* —(2x+5)* = -16
Xx+1 x+4
29, ————=1 30. (Ax-1)(2x+3) = (x+3)(x-1)
x-1 x-2
31. 105 = x + 2x° 32. 176x =121+ 64x°
1 1 1 a+x a-2x
33. —-== 34. + =-4

4-x 6 x+1 a—-X a+x
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4.3 INECUACIONES CON UNA INCOGNITA

Una desigualdad o inecuacion es el enunciado de que dos cantidades o
expresiones no son iguales. Puede ser el caso que una cantidad sea menor
que (<) menor o igual a (<), mayor que (>) 0 mayor o igual que (=) otra
cantidad. Consideramos la inecuacion:

2x+3>11
En donde x es una variable. Segun se expone en la tabla adjunta, ciertos
numeros llevan a expresiones verdaderas cuando se sustituyen con X, pero
otros llevan a expresiones falsas.

X 2x+3>11 Conclusién

3 9>11 Expresion falsa

4 11>11 Expresion falsa

5 13>11 Expresion verdadera
6 15>11 Expresion verdadera

Si se obtiene una expresion verdadera cuando se sustituye un numero b con
X, entonces b es la solucion de la inecuacion; por lo tanto, x=5 es una
solucion de 2x+3>11 porque 13>11, pero x=3 No es una solucion pues
9>11 es falso. Resolver una inecuacion quiere decir encontrar todas sus
soluciones. Dos inecuaciones equivalen si tienen soluciones idénticas.

La mayor parte de las inecuaciones posee un namero infinito de soluciones.
Para ilustrar lo anterior, las soluciones de la desigualdad

2<Xx<5

Abarcan todo numero real x entre 2 y 5. Este conjunto recibe el nombre de
intervalo abierto y se denota con (2,5). Si deseamos abarcar un punto
extremo, usamos corchetes en lugar de paréntesis; por ejemplo, las
soluciones de la desigualdad 2<x<5 se denotan con [2,5] y se conocen
como intervalo cerrado. También consideramos intervalos semiabiertos
[a,b) y (a,b] e intervalos infinitos, como se describe en la siguiente tabla. El
simbolo « (infinito) que se usa para intervalos infinitos solo es un medio
de notacion y no representa un nimero real.
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Notacion Desigualdad
(a,b) a<x<b
[a,b] a<x<b
[a,b) a<x<b
(a,b] a<x<b
(a,0) X>a
[a,oo) Xza

(~oo0,b) x<b
(— o0, b] x<b
(—o0,00) —0<X<®

Los métodos para resolver desigualdades en x son semejantes a los que se
utilizan en la solucion de ecuaciones. A menudo usamos las propiedades de
desigualdades a fin de sustituir una inecuacion con una lista de
inecuaciones equivalentes, hasta terminar con una inecuacion que permita
obtener soluciones con facilidad. Las propiedades de la tabla adjunta se
pueden demostrar para los nameros reales a,b,c y d.

Propiedad Ejemplos
Sia<byb<c,luego a<c 2<5Yy5<9,asique 2<9
Sia<b,luego a+c<b+cy 2<7,asique

a-c<b-c 2+3<74+3Yy 2-3<7-3

Sia<byc>0,luego ac<bcy 2<5Yy 3>0,asique

a_b 23<53y 22

cC ¢C 3 3
Sia<byc<0,luego ac>bc y 2<5Yy -3<0,asi que

a_ b 2 5

—->— 2(-3)>5(-3 —_>—

e (-3) ()Y_3 3

Es importante recordar que multiplicar o dividir ambos lados de una
desigualdad por un nimero real invierte el signo de desigualdad.
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Ejemplos

a) Resuelva la inecuacion: -3x+4<11

b)

Solucién:

—3x+4<11 Dado

(-3x+4)-4<11-4 Restar 4

-3x<7 Simplificar

_TBX > _l3 Dividir entre -3, invertir el signo desigualdad
X > —% Simplificar

Por lo tanto, las soluciones de —3x+4 <11estan formadas en todos los
, 7 ) 7
numeros reales x tales que x > -3 Este es el intervalo -3

4 — 3%

Resuelva la inecuacién continua; -5 < <1

Solucion:

Un numero x es una solucién de la desigualdad dada si y solo si.

Es posible trabajar con cada una de las desigualdades por separado o
resolverlos al mismo tiempo (recordemos que nuestra meta es aislar x)
de esta forma:

—554_23X<1 Dado

~10<4-3x<2 Multiplicar por 2

-10-4<-3x<2-4 Restar 4

~14<-3x<-2 Simplificar

_—134 > _—?f; > _—2 Dividir entre -3, invertir signos desigualdad
%z x>§ Simplificar
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% <x<=— Desigualdad equivalente

Por lo tanto, las soluciones de la desigualdad son todos los numeros del
. _ 2 14
intervalo semiabierto 33"

Resuelva la inecuacion racional: >0

X—2

Solucién:

Como el numerador es positivo, la fraccion es positiva si y solo si el
denominador x-2, también es positivo; en consecuencia x-2>0, 0
bien, lo que es igual x> 2, y las soluciones son todos los nimeros del
intervalo infinito (2,).

Propiedades de los valores absolutos (b > 0)
1. |aj<b equivalea -b<a<b

2. |a|>b equivalea a<-b 0 a>b
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Resolver las siguientes inecuaciones y graficar los intervalos.

1. 3x<9
3. 12-x>4
5. 7Xx=-2>4-7x

<2
X

r,1
9 3x
4 3
_>_
X 7

11, 3x_5< X+ 7

13. 5x>?+8x

9-3x
x—2<3
X+1

8. 9x+

7—4x<5

10 0<%, 2
25

2x—-1 3x-2
. +3>

X—=5 S5—X
14—2<3+%xs5

12
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